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夺 线 福 科学 扎 引 起 现代 科技 界 许多 专家 学 者 的 
高 度 兴趣 . 而 非 线性 数学 则 是 非 线 性 科学 的 基础 或 
者 说 是 非 线性 科学 的 基础 中 的 重要 部 分 . FARK 
学 中 最 基本 的 部 分 ,除了 多 项 式 代数 理论 外 ,大 概要 
首 推 适 代 的 研究 了 . 

一 个 碧 射 的 自 迭 代 , 形 式 上 是 十 分 简单 的 ,因而 
早已 引起 人 们 的 注意 . 但 由 于 迁 代 运算 的 非 线性 与 
全 局 性 特点 ,给 研究 二 作 带 来 很 太 困 难 ,直到 本 闪 
纪 , 特 别 是 近 50 宇 来 , 才 取 得 突破 性 进展 而 引起 广 
泛 的 兴趣 . 一 方面 ,人 们 把 迭代 作为 决定 性 这 标的 数 
学 模型 ,从 动力 系统 的 观点 看 迁 代 ,使 迁 代 与 微分 广 
程 、 差 分 方程 等 有 着 鲜明 实际 背景 的 数学 分 支 密切 
联系 起 来 . 另 一 方面 ,由 于 电脑 提供 的 便利 ,使 科学 
家 直观 地 看 到 由 迁 代 产生 的 奇妙 景象 ,为 理论 研究 
提供 了 有 效 的 启发 . 这 使 数学 家 相继 获得 令 人 扎 奉 
的 发 现 , 以 至 出 现 目 前 许多 学 科 的 专家 竞相 关心 送 
代 与 动力 系统 研究 的 壮观 景象 | 

特别 对 函数 选 代 及 一 维 动力 系统 加 以 研究 , 辽 
了 因为 它 可 以 作为 高 维 动力 系统 的 最 基本 的 例子 之 
ab, #h A A 

1. 有 些 学 科 提 出 的 数学 模型 本 来 就 是 一 维 迭 代 
问题 ; 
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动力 系统 是 决定 性 系统 的 一 种 数学 模型 . 一 个 随时 酒 而 变化 
发 展 的 系统 ,如 系统 的 历史 和 未 来 完全 由 某 一 指定 时 刻 的 状态 (所 
谓 初 态 } 所 确定 ; 则 称 之 为 决定 性 系统 . 设 系 统 折 有 可 能 的 状态 的 
集合 ( 即 物理 上 所 说 的 相 空 间 ) 为 M. 给 出 初 态 如 COM ZI. RR 
在 上 时刻: 的 状态 x 就 被 ze AI E TRGE T o ATA 

z = Fdt.xo) (xo E Mon E M, (— of, + cao) 
EN a, fi ro Pt A“ RR”. BE t = Lod fs = FC. A 

ey 一 (zt w = FFD = fled, 


ane bee 


Ea 一 了 (站 了 (To — fixa? 
~ ~” a 


nix 
BY OL HAT BR fe) 的 迭代 的 研究 ,可 以 提供 系统 在 未 来 一 串 
离散 时 刻 状 态 变 化 的 趋势 , 当 f(z) BY ef Ao eR i A 
代 , 可 以 妃 湖 系统 的 历史 、 

从 这 一 观点 看 , 瞎 射 的 选 代 可 以 看 作 是 某 一 奖 定 性 系统 的 枉 
化 过 程 的 时 间 敲 获取 样 , 因 市 叫 离 天 支 力 系 统 . SRY ANY TY 


2 pa BOAT Al ENR 
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决定 性 系统 可 以 有 别 的 数学 模型 ,如 常 微分 方程 .差分 方程 、 
积分 方程 .发 展 方程 等 . 广义 地 说 ,描述 决定 性 系统 的 数学 模型 都 
本 以 叫做 动力 系统 . 但 通常 所 谓 动力 云 统 , 多 指 由 映射 选 代 生 成 的 
系统 或 常 徽 系统 . 近年 来 ,由 于 迭代 使 于 在 计算 机 上 实现 , 且 由 于 
这 一 模型 的 简单 性 与 灵活 性 ,对 选 代 的 研究 已 成 为 动力 系统 领域 
最 活跃 的 部 分 ， 

当 状态 集 M 是 线段 或 圆周 时 ,对 应 的 动力 系统 为 -- 维 动力 系 
F 因为 一 维 流 形 本 质 上 只 有 线段 和 圆周 . 一 维 动力 系统 的 离散 模 
型 ,主要 是 线段 上 映射 的 迭代 , 即 函 数 的 过 代 . 圆周 上 的 自 映 射 适 
代 ,可 以 通过 “提升 "的 技巧 化 为 冰 数 选 代 来 研究 

本 章 涉及 的 .是 关于 迭代 的 一 般 性 讨论 ,以 及 关于 和 挝 代 的 某 些 
经 典 性 问题 . 


Sl 函数 迁 代 的 初等 表达 式 


有 一 个 流传 很 广 的 趣味 数学 问题 : 

在 一 条 海 船上 ,有 5 名 水 手 . 养 了 1 RRS. 他 们 有 -ERF 
放 在 甲板 上 . 夜里 ,一 名 水 手 到 甲板 上 ,把 吉 子 均 分 成 5 份 , 得 下 1 
个 给 了 猎 子 ,自己 取 走 1 份 , 便 回 去 睡 了 . 过 一 会 ,又 一 名 水 手 来 
『 ,他 把 甲板 上 的 邦子 又 均 分 成 5 份 .恰巧 勾 是 翻 上 个 给 了 猴 于 ， 
5 ORG | 份 . 这 一 夜 ,5 人 水 于 都 这 样 来 把 郁 于 分 一 同 ,每 四 都 
是 均 分 成 5 份 刹 一 个 ,自己 取 1 汾 .把 镜 的 1 个 给 猴子 . 天 宽 厂 .9 
人 人 一同 到 甲板 上 ,把 剩 下 的 都 于 均 分 后 ,又 剩 1 个 给 了 猴子 . 癌 这 
BERR J Rt BP BA 2 
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这 个 题目 有 几 种 不 同 的 解法 . EA LE, CERE AAE Bo 
法 会 把 我 们 引 间 不 同 的 数学 分 支 . 下面 介 绍 的 一 种 简单 解法 ,其 思 
路 导向 于 函数 述 民 的 计算 . 

设 椰 于 最 初 有 z 个. 问题 的 麻烦 之 处 在 于 每 次 剩 1 个 . 假想 多 
SKF 1 4 PRT. TES -个 水 手 来 时 , 便 可 以 恰巧 鬼 分 成 5 
份 ,他 取 走 ~- 份 , 剩 下 的 4 份 比 不 借 给 水 手 4 个 李子 时 的 4 份 仍 然 
#4. 于 是 第 二 个 水 手 垃 时 又 可 以 恰好 分 成 5 份 了 .这 样 , 每 个 
水 手 来 时 ,都 能 把 宪 子 均 分 成 5 份 .天亮 时 , 剩 下 的 椰子 , 仍 村 均 分 
成 5 份 . 

这 样 的 一 个 这 程 说 明 ， (z 十 4) 用 三 FE 5 KE A a SE 
IES BS. 即 


5 
Fl @ 44 = 5 (x EERO (1.1) 


这 说 明 (x 十 4) S HERS r 至 少 是 5° 一 4 = 15621. 
这 种 “名 给 水 手 4 个 李子 ”的 巧妙 解法 ,其 数学 实质 是 人 杆 么 呢 ? 
H 始 是 = 个 祁 子 ,来 了 一 个 水 手 之 后 RETRE A SE), 
fi) 是 > 的 国 数 . Sow 


f(x) 一 二 他 一 了) (1.2) 


来 了 两 个 水 手 之 后 ,椰子 数 成 为 了 (f(x). id FPO) = FOF), 
Po) = SG, 则 到 天 亮 时 ,来 过 五 个 水 手 了 .椰子 数 是 
fila). 按 所 给 条 件 有 
f(r) = 5k + 1 (1.39) 
HEHE FOO ARIA AD. 
耐心 邮 反 A CO AFH E, BY 


> : A? | 
i _ | 2 ’ __- — 
rosja] etj gi 双人 一 二 一 


+ ARRI- AT 


由 此 可 得 出 :x 十 4 是 5: 的 整数 倍 , 结 论 和 刚才 一 样 
REGEO 算出 来 是 有 点 麻烦 的 . 为 什么 多 给 水 手 们 4 个 
BT REFIT ARINEK? 
本 来 .从 z+ BSO, HUSH BE ES. 如果 多 给 水 


FADET HARM MARE. BI 1(z) 有 两 种 
表达 式 
fz) 一 全 人 一 1) 
Ci. 5) 
fC =F -+ 4> -—-4 


后 一 种 表达 式 看 起 来 较 繁 ,但 却 有 利于 fir) 的 选 代 计算 . WS ue 
明和 更 一 般 的 规律 ,我 们 记 有 xz) 一 7 上 4 用 和 和 rx) Ra A) Re 
H.W eG) 二 一 了 这 时 .了 F(z) 的 后 一 种 表达 式 可 写成 

fahleogeh (1.6) 
这 里 ”* "Se oR AP ee ls a MS Be BD 

(F o G)Cr) = F Gr) | 
而 g Cx) = Sn. 
WGRA goh Za 
fef =k ogehokh agik= R ogegoh 

- 艇 地 ,对 了 的 x 次 述 代 有 

ohh (1.7) 
RE AR PB tek AS e 的 计算 .从 而 可 上 可 
以 号 出 
(e@+to—-4 《1.8) 
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这 个 问题 以 及 上 面 介绍 的 解法 ,涉及 了 消 数 的 送 代 ,并 启发 我 
们 村 求 一 种 简化 选 代 计算 的 途径 . 

A A mf) BEXTRA ME, HM 中 取 值 的 映射 
— 39 MERRE IO RWE AAR. KA F MPEP 
FEFE TGF RERA E LH. ic 

foes ， (1.9) 
Pl@) = Ff) GE Mya = 0,1,2,7), 
则 f° Cr) RY -— SE th EA n EA A. FC) OR Fe) A RAN 
函数 ,或 简单 地 叫 司 了 的 ma 次 迁 代 . RRA RAH R eS 
的 一 个 很 重要 的 课题 . 

研究 迭代 有 什么 寻 要 意义 呢 ? 

eT ARAMA ERS RAN SRP. AN Hh We 
ZN) ot FE AY FB. Fe SEE SEY Zl to BOARS BY DA EE Jet A t JAR 
> BF ERE T Ta T a ee De ay al 上 的 状态 . 这 样 ， 
时 刻 上 的 状态 X 便 可 看 成 时 刻 如 的 状态 AREY a RK, 

X, = Flt — ta, Xa) (1.103 


要 是 我 们 每 隔 一 个 单位 时 间 对 系统 作 一 次 观测 , 则 第 * 十 1 次 观测 
到 的 状态 Xo 一 Ff h — 4X) .由 于 i 一 二 二 1) 吉 XX = 
F(X.) ,这 里 F(X) = FU, X) 于 是 

KX. = F(X) (1.11) 


RERI ERLI FAIRE RAY ESE. TILLA to YH) REARS, 
预测 系统 在 今后 六 时 刻 的 状态 及 其 发 展 趋 势 

举 一 个 简单 的 例子 :自由 落体 在 某 一 时 刻 to 的 状态 可 以 用 两 
个 量 w Mh, 来 描述 .这 里 ww, 是 如 时 刻 的 瞬时 速度 ,而 上 是 此 时 
它 离 地 面 的 高 度 . X, = Co, h) 就 是 这 个 系统 的 和 时 刻 的 状态 . 
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显然 ,一 物种 以 后 的 状态 XL, Ab PARO U AR es aA MH 
Ayo He FEL ite AIER AI OR «POS B'S Ht oe SY FEA ah 

TE Lar Ay tA) pla] cop LA CEE te. 世 有 这 栏 的 情形 .时 
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APT ah FE GPE AY E fE SH ds Op EE pg E 
Fir) = ala —- br) (1.13) 
Hy aM CR. oe BR BSE IR. AP TO ATRIA TR TES 
Aa BPH RAR hy ye BR A RATERS AE J A PB H E 
BA ime ge. 
is CHES LARP MET ETI RHL R KE 
AR ENKEI BL EREM. SSR ITS ele. 
PRAL dye in PET OR ME. SLUB GZH A H Ay 
=n ORE LD Urs A He pp iE st Rg Rf ot A TR 
是 . 页 SF EACH SoA Aree eo TL. de 20 SEER 
PRES aion FE TARE TFal FRU aL BES. —- SE Be IP) 
ERS te OP PUNE ogi C A pE. M iTA oe E M, {G2 ar HH. 
OP oP ia Taeg o FEIR AT eA 7S Mg AH aay ETR. 
(Ors y pAddr Sana gee os Thu EILE BE. P N. 
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MERA BRC AIL. fe) = t+ n RAR. Ady Ai 
AS ae AN [ae A Atv PO) 中 的 六 是 在 为 运算 指 全 而 出 现 的 ， 
TAA Ks. BR PE ae Ee of A ET nion EIS IK 
数 . 它 本 号 不 参与 运算 . [Efi et ne pI e AIS TS BE 
ip Sie Be Mie. 抬 运 算 指 全 BMS his FY a S Be 
mA TCA fae SWAT Sf Ay ARRA GS n Ef 
Ay f'n) ay Bie ae. 

Ay TH AR SP RAPE a PAAR BG AA Do RGA TRAY ee EK 
‘boo. {La A ACE 09 2 AB. nai [ra] a 
A) WT Te ase J FR ATES. Be ke Re —- Py OR BY A Ce) RET EY 
Fé oe Be. a aR 

gir) =h |e fs ftir} 
Ti 
gir) =h tef oige) (1.15) 
LTS SE HES Wy HA Ae ARS MR AB AC . R SRR I E g i A 
T re. 
FAE IL fay. 
Git yoo mar bb, GR gtr SHIA SF 1) 
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，， i 
ne tl rio -= 1 . fe 7 qe ft phj 
f f 
giat- AT tani ty = a r 十 —— | -> — L, 
A | ， 7 一 - 
Ae 得 
站 ey 4 
: - 一 1|1 a—] 
ue | 
— atx | alt -~ 7 (1. 163 
r] — 
了 n v <fe ， > 
例 .2 一 一 一 一 -一 一， K gtr) 表达 二. 


a 


必得 


RARS ART 


T M—F 


ta 


— à = _ + — 
W kn =t, A = at, fD = TTR Wij 
x oF 
— |! a = -一 一 一 
gtx) =} fo ACr) | (1.17) 
PCr) = hoe fhe h(a) = ——*_, (1. 18) 
Ci + abrt)? 


例 1.3 g(x) = 2# — 1, Kpm 之 表达 式 . 
Er ala) =atecoss (— lxie sil), Alte} = cosr, Mj 
g(r) 一 并 {2kCx)} = cos( 2Zare cosr), 
g z) = cos(2’*arc cosr) (l&r l) {1.19) 
REA 9"(x) 通 常 叫 第 切 比 雪夫 多 项 式 . 
例 1.4 g(r) = Arel — z). Kg i 7 RIA. 


Hy Atr) = arc sin fax, (O21) AGO = sinir, 


网 
KE》 Ri) = sin Qaresin Ma ) e 
gta) = Ao (2*aCz)) = (sin 2 arcsin s z) (1.20) 
例 1.5 ge) = 5, RIO 之 表达 式 . 
可 hix) = arc tgr, hifz) 一 tez 出 
g(x) = tg 2are tgr. 
gic) = te2*arcte r (1.2153 
例 1.8 go) =T abt, Kya) ZRAK 
令 s ER h tE 
$ — (a — ejs — b= Ù (1. 22) 
的 一 个 根 , 取 
Ar) = (1. 23) 
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出 
L tas +4 
Ge Ma) = 2 = tas 1 be 
F ] 1 + sx + ex 
zy Tse 
a — eas 
as + b s =e | a -一 § 
© gre Ti TO (1. 24) 
这 是 因为 由 ?一 a 一 os 一 b= 0, MET = oF. FR 
_, I sete i 
hago kh = er) ae amet tame (1, 25) 
tr _ ste A 4 
vo Ltt) ST ms WU 
g(x) = A7!» f o AlE), 
r s“ i 
gir able fe hla) = [7 = 二 || +s (1. 26) 
由 C1. 16), 5T 得 
o is pej fo | | 
Pa = (Fa) ET te |a= oe 
(lL. 2773 
于 是 最 终 可 以 得 到 
Ny) S 
TOD = 8 T Tt) oc o)l s) bts poy 
(1. 28) 


在 此 例 中 , 当 a,8,c 为 实数 时 , 若 s HES. BI rid 的 上 
列表 达 式 化 成 实 系数 的 形式 还 是 相当 麻烦 的 . PEE AeA 
法 ， 


我 们 把 方程 
g(z) —a= 0 (1.29) 
HOU g(x) 的 不 动 点 . DR r 一 5 是 gtz) 的 不 动 点 . 则 它 也 


TO 函数 选民 与 一 维 动 办 系统 


/he PE EE ET ey 


E Plo) 的 不 动 点 ; 当 g(x) 是 例 1. 中 的 线性 分 式 时 ,gizx) A 


点 有 两 个 ,就 是 方程 
=, (3 #rfat— fa — edr- b = 0) (1.30) 
的 两 个 恨 E eee 
BA. oC) 也 是 可 以 写成 形式 
g" (x) 一 ae Cac, — bs  Q} cl. 31) 
的 BEE ap TK AT gfx) to HE py Pp 4s a Stade. Bil Sys oe hE AF 
x — ta, 一 站 7 一 六 = 0 (1,32) 
HH A. = b aerma 于 是 
fat tje +s 
glad} = pate Php (1.338) 


HERIK th PTL T. 
求 ylz) 在 不 动 点 z s G= 1.2) 处 的 导数 ,可 知 


Co)) ha = Cg Cs" (1.34) 
用 s 表示 5 P fE- -A BR OR Ad s BERI A EE 
ro = Saat 8 中 用 到 的 人 二) (1. 35) 
3 一 方面 
CF OF) Jia. = ari, (1. 36) 


TEHA A 应 满足 的 方程 


IT 十 如 一 3 | (a — g)” 


s4 eth Cae — bY C1. 37) 
EA JE See 
( 7 | — -一 J 
i, = | ey (1.383 
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只 要 再 把 化 为 实 的 形式 即 可 . 
易 知 y = (4 s) 满足 方程 


y? — Cat chy — ac — b= 0 C1. 39) 
BAS s 不 是 实数 而 a,5,c 为 实数 时 , 必 有 | SE 一 1. AT 
a — a = “lac — dle” (1.40) 
由 s 不 是 实数 ,可 知 必 有 ar -b> 0, 故 
om (1.41) 
利用 e* = cost + ising Fy 3K iH 
‘, = Jae x SGA VE co (1. 42) 


如 案 coad = 1]， h BRE PRL. 42) BAA SRM. 这 时 
(f(z) -= 二 1, 因而 由 《1.36} 得 


Aa I EAB a sw = se te, 
即 a 一 c= 二 2s. XAH s BER SURI s 不 是 实数 矛盾 ,这 
TAP BA eC) ARERR. 3D 的 形式 ,从 而 


Fir) = at t 4 
由 于 Fy 和 oo 部 满足 方程 
人 
Bil 
“ws, + & = S| 
Csr = Sg) 
AaS +: n = S 
HETKE a = 1 Wh = 0. 


Bw. eos =] Hh. pM 一 z. 这 就 完全 解决 了 我 们 的 
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问题 . 
附带 指出 ,线性 分 式 选 代 的 计算 ,也 可 以 化 为 二 阶 失 阵 的 磁 确 
计算 阿 题 . 3X BOAR 


32 送 代 指数 的 推广 与 送 代 要 


RICH, RRR AA RAE Se XR. E 
AL MER eR Po) = Foe) AR n n A DE E E 
数 , 而 SC) = z 我 们 把 # YR F RF FOO WETE S. 

RN te B A SEA T I R ET A Js RER. 如: 


ik PAER A BM EE Be i 
er, fm — rm {d-ra Z oA 一 ptm 

fe ef 了 人 +* a a (9.1) 
(ft) — fm Cay" == gph 

Phala n = | 


5 (RE FR TREE) RREA A E RRE ee OP A E 
BA REY IER, AAC RHE FRE SM ETE? 

根据 (2. Dey 

fro fu = perm 
Gem =~ 2, 而 且 保 持 这 个 规律 ,应 当 有 
roof = f of (2. 2) 

HF f(r) = 2,02. Oa Era ee AT Ra. > 
EH fA EE AEA Be PS RA I LA 六 

HS MZ aR jtz) NE XY A(R). oo H APE — 
We cE WY ef) 2.) et Re A- 

TERETE V4) BERGE ES 2. 1) 中 的 
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cpm = fm 
出 发 ,假想 可 以 取 分 数值 一 ， Ry 4 

fe) =f (2.3) 
也 就 是 说 , Js WY FEA EER m 次 之 后 等 于 了 . 进一步 
会 想到 :六 迭代 # 次 就 应 当 是 六 ,而 把 的 反 函 数 就 应 当 是 广 去 .这 
样 ,不 是 把 选 代 指 数 推广 到 了 了 全体 有 理 数 了 吗 ? 

但 事情 并 不 像 我 们 想 的 这 么 顺利 . 首先 ,对 于 给 定 的 函数 /， 
EFREFE— TRP EN m YKE E S 呢 ? 一 般 说 来 ,如 果 
AAR ga), CREA fo) 相同 , 值 域 不 超出 定义 域 , 满 足 

g(r} 二 f(z》 OF -D Ss eM BPA r) (2. 4) 
我 们 就 说 y SEF A m VRE RB oe FEE ER. 问题 是 对 件 么 样 
的 了 和 哪些 m, 选 代 根 才 存 在 呢 ? 

再 说 ,即使 了 有 一 个 m 次 和 达 代 根 g, 也 不 一 定 就 把 g 叫做 后 . 因 
H FEREARE m KIRE g. 当 了 的 严 次 和 迭代 根 不 止 一 个 时 ， 
我 们 用 什 么 标准 来 确定 其 中 某 一 个 是 fe 呢 ? 这 就 是 选 代 根 在 什么 
条 件 下 具有 了 唯一 性 的 问题 . | 

AR 1 Te A SE a A AR Pe. IR ESE TS ESE A — 
UE. 容易 想 到 下 面 的 定理 

定理 2.1 Rr: 是 定义 于 线段 上/ 且 取 值 于 线段 上 的 连续 函 
数 ,ftzr) 有 了 唯一 的 不 动 点 f(x0) = a. ORE EE ô > 0 f(x, 一 6,10 
+H) CI, HE 

fiz} = xy (x © (Ia — ð, rJ) 
Voce (zr © (Toro + 4} > 


(2.5) 


则 对 任意 的 正 得 数 2m,f 没有 连续 的 2m PR TUB. 
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证 明 只 要 证 明了 72 
有 连续 的 二 演 选 代 根 就 够 了 . 
PS) AP QTR g BEE BEAD Z EK 
is Rak. g" -是 是 连续 的 2 LER 
te it. 

H Ein iA 7 ké; 
VES pL g (2) 满足 9 O) = 
fOr) FRG) Se A AB. GERE 

Hern EAE go MASA. BU. A gr = 37 E rea 加 
Jind — giyin = elgetetrs ddd = gt PCa) -= gira) = xi TY 
(he fyreas woe 6 Ae -个 不 动 点 mm f E- 

Hz SLRS AA s > OL ROY r rg Sl a A ee © (re Aara | 
a) [IL 


y= flr) 


O to—d Fo xto-kd 


gte — r| Z h (2.43 

og) Evan hord PA RAR a A ENE.: 

Ci) PF A So ty MATT SR PY EAS DII 各 > 0, fg? Ce) FEANIA [HE re 
一 Aer. Ape at drt on Age. 5) 中 前 ATIE. 

Cid Atm za Wer) fe Conf] AIA F ro BM RES 
HE gril 上 上 大于 
ny WY HEH ty Bay ds > Of a?) EP Alri.) bg ERA. 
iM XIE D Aaa nee. 

(oP 2 1 ADA PR HE tr PO) EPR BB RY BR a 
Wt) foe TS 32-4 FESR AY 2m RR EIR. 

oT PY Re SE fed pe BY EE A TE E ee E BE ail 
格 SEEN PO aT GE Ae ty Sy. Ba a pA BS 
SR OAS & A TE BEA BK AACE. 
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BSR Oh Re A AERA E. 1 PA X AA IK TR. AD 
K Fe AN HE PE SPR EE BEY oy RAR AR? PY ee E 
年 证 我 们 ,并非 如 毕 

定理 2.2 2700 BM Fie] Ee] 上 长 的 最 大 值 种 最 
NMA ay 6 Ala F lat FA RRR A Lae | Dl 
oob ES ER. M Ee A EP m ee 2 AEE mR AIR 
根 . 

证 明 HEEE. ik Al mb, RIDE Ae Ba gi). a 
[oo] to. A a gr) = FOr RATES FP E. 

由 天 了 在 La,cj 上 严格 单调 ,ytx) 也 - - 定 在 ,eyej EPS Siig. 
否则 ,由 g(r) 连续 可 知 有 [ae KAJA E E RA oeg IE gan) 一 
gira), AAT ot Cr.) = g'ira) BI End = firo da r Ejes] 上 的 
严格 单调 性 谭盾 . Eg E -ecl E a. 由 于 了 了 不 在 
整个 La PERR SR gy EATE d Oe A MA T g(x) 也 在 
r= e WARE. 

由 Pag Cr) = fed Bae AH aHa A ba BY gO PIRN 
“3 aE? ae ne Ala. 显然 ,三 Ley] 相 i…: 媚 这 网 个 区 间 中 有 至少 有 一 
个 区 间 1. 使 得 gtrz) 在 4 上 的 最 天 与 最 小 值 为 天 二 ES BET 
EEE 到 到 La,5j .上 的 一 切 值 , a Tego RIB 
no. RTE c BY op Pe BP ay, Ge A ge E abhag Se ye H 
gla)? o yiya). ME VAY EREI D rI a re fE gr) = pagino) = ee i 
Ei 


Pir Y gU gka A) oo A G o g ya) 
=g egira) = fi) (2.7) 
Lf) AA EAD RS AE TB. LE LE. 
EHE 2. 1 Ale RE 2. 2 AR FR fT]. BSBA RR TE 


ig MER S RAURA 


— a O A OE EE EE 


问题 ,也 许 最 好 从 严格 雍 增 函 数 着 手 , 这样 有 可 能 获得 正面 的 缠 
论 . 的确 ,下 述 用 挤 距 播 入 的 方法 构造 严格 递增 顺 数 的 二 次 选 代 根 
的 过 程 , 焉 在 60 ER EA A rel T. 
定理 2.3 Ws) Ble. ,] 上 的 连续 而 且 严 格 递增 函数 ,fa 
= a fb) 一 上 5 对 一 切 z EE ab A f(r) > 2. WHEE YM Flea] E 
PHAT Lab] HERRI oa). Tee 
gigis) = fir) (x € [a,b ]) (2. 8) 
A Bl 2 AY EL 
g(a} = g* Cz) (x E [zez D (2.9) 
这 里 m Ea, D 肉 任 一 点 ,z E Cans f God) ATE g @ 是 [xo， 
zy) EWR ESR ao < gag) = m A ge) = fOr) HEER RE 
HS FE BE pa Y. 
证 明 f(x) Al glx) 
之 加 的 关系 如 图 2. 2. 


a fxo) "= ćě Fps 
Fferi) = Fg 一 般 地 ,对 
自然 数 x > 


fe) = Eate (2. 10) 
则 由 了 的 严格 递增 性 各 
fir) >ar, h un Z - i 
fzo) 二 22 可知 对 一 切 整 
Sin -2 0.8 


La Me (2.1413 
H Bee Ae, <b, Win) Pe eA], A ARR r*. 由 (2. 10) 


两 端 令 = 一 十 20 取 极 限 可 知 x" 是 了 的 不 动 点 ,从 而 x 一， 有 即 
lim z, = 6 (2. 12) 


aoe 4 0 
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HA foiled = ef Cato) = r ,一般 地 对 自然 数 %, 令 


fT Cr.) = rn (2.139) 
则 有 
Tn Ett) (2. 14) 
fos] HL a] ET ae PA FR] irat RA a 为 极限 : 
jim z., =a (2.15) 


由 《2. 12) AO. 10, RIRE E Mla) ER E go We 
MFM g(a) = ag) =) 即 可 . 令 s 二 0,1,2…， 归纳 地 定义 

golt) = g* íz) r E [rorri) 

e (2) = feg (I)) r E [R41 sera) (2,16) 

g-o+D 4T) = g- '(ft2)) r E [t-sia 
由 数学 归纳 法 以 及 a. HEA A. RT oe EIEL teta) 
ESE SCT P8288 By ESE ga). 满足 

Ga (Xe) = Enti 


lim on (r) = Fayz 一 Pati (desi) (2. 17) 
et 


Gati kga Cr) ) = Flr) Ca © farrat) 
ie aR 
i (7 = a) 
gir} = ; (x = b) (2. 18) 
gal) (z © [anty Don = 0, E1, E2 
易 知 g(r) EF A E A (2. 8) 和 {2. D, REER 
们 要 的 fiz) 的 二 深 选 代 根 . iE. 
能 不 能 把 定理 2.3 略 如 变通 , 拼 恋 出 fiz)y 的 和 深造 代 根 号 ?这 
并 不 难 ,我 们 可 以 用 类 但 手法 建立 
定理 2.4 i fo) 是 [a15] 上 严格 递增 的 连续 函数 ， fla) =a, 


18 PSR SS AE 77 Oe 


fs) 一 上 对 一 切 x € (4.8) FA fe) > x, 则 对 任意 给 定 的 正 整 数 m 
> 2，, 生 在 定义 于 .a:8] ARM Flet] Eee ee oe), ME 
gtr = fir) (x E [ebp (2,199) 
和 预 给 的 初 值 
g(r) =g (2) Cx E [zorgo ]) (2.20) 
这 里 z 是 te,5) ATE — Ay Bin fo) ATES. gg Go) 是 
ETET CE StF 
i << gla) EL g Cra) << Ge) = te Go) 
= fino) (2.21) 
EEE E AI Pa ae IN a A BR 
证 明 AT ROR GS e E, A AA R. 
WIEP (anr Ce = 0, c 1,22, Beere, ELUF 
Ia = @ Cry) (a= l, 2," m) 
T, = 了 (mr 一 wj (n > m) (2.22) 
r= f Cm) (2 <0 0) 
Bi FN ty tap BE me + oo Pt, — 5, 4 ne — 00 Da, > a. AA 
B E a A jie eet) 上 给 出 g(x) ZELS gla) = agU = h 
即 可 ， 
已 g@ TE [te srr x = 0,1.2.--.m—- 1) 上 已 被 给 定 为 
g* Co). BTU A ae YX Cee) EAIA gr) 如 下 : 
g(r) = g" (x) Cr E lay ).05 ac wm — 1) 
pen = fe guala © Pa mee 28 OG Cz). 
] (| (2, 233 
Hyl) = gha eg hac eg teow e f(x) 
(2 © [e ory #221) 
AN MES? the MAY GP BRE. SS gn Cr) FEL) ESE SE. Pepe. 
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是 满足 
Gak En) = Fn l 
limg, Cr) = 2,42 = gapi Ent) 
an | (2.24) 
Gn = ifr —1 sees "EE E D. — Jir) 
(z € | Tmt] ym 
最 后 取 
i (zt = a) 
bh fr 一 省) 
giz) = (2.25) 


Par) C2 © [arsta } 9 
ta = 0, + l, $ 2,7) 
则 g(a) E F AY m KER AE OR H PEER EY 0 RIEC. 
20). IEE. 
EEA 2 3 A 2.4 PXT FED 作 了 一 些 限制 ; 
(i) EOK fla) = a, f th) = b, 
GD 要 求 f(a) > rla <a Z hb), 
Gii) 要 求 f Co) FESS RE. SE RPS R, HA di) 
A DRT PA. FR. 0, dii) 这 两 个 条 件 并 不 第 定理 的 结 
论 失 去 一 * 般 性 . 
首先 ,条 件 人 说 明子 的 定义 区 间 是 闭 的 ,这 一 点 无 闫 紧要 , 如 
果 了 的 定 艾 域 是 开 区 间或 半 开 半 闭 的 区 间 , 由 于 了 的 单调 性 和 连 
续 性 ,我 们 可 以 定义 
(fla) = lim fiz) 
Ere (2,26) 
TŒ) = lim f(a) 
i Bd Se Mi AAKE Leb] ete) def ELl] FA m 
TRIER AL SUT g A ce REST PR J Bg CE Ca iD CLA), 
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TO ee 


(a.6]) EWER FHEAR. 

BEG) BR pod =a, f0 一 5 这 也 下 失 一 般 人 性 .如 果 了 在 端 
点 不 都 是 不 动 点 ,例如 Fr) a Be) 之 2 由 于 了 的 值 域 不 应 超 
出 定义 域 ,fin) ea 或 了 Ga 是 不 可 能 的 ) 我们 可 以 把 了 开拓 为 
Moa.) 为 于 区 加 的 [a* ,5 2 上 的 了 ' .使 f° WEG), HES, 
递增 . (这 种 及 柄 的 可 能 性 很 多 , 故 J* 和 [a* 六] 是 很 不 确定 的 ,但 
并 不 影响 我 们 的 结论 ) wR ela’ ,5*_ NAHE SRR AES 

og* "Cr) 一 了 

M) gt 在 [sa.2 1 上 上 的 限制 9, 是 了 在 [aal AYER. 

FR TE PRG Hi ef GD 世 不 影响 缚 论 的 一 般 性 . SSR fr) 在 4， 
b> 上 满足 fC) < rz 而 不 是 Frzy > zx. 我 们 可 以 考虑 

Fir) =— fC- i) (re [— hb — a]l) 
WE b — ao EAF D> r Aia Fo) 可 以 应 用 定理 2.4, 于 
PETE -E EP BY eR CG) 使 
Ga FY E [-- b, a) 
FES gl) =— G(— 7), M go Lab] E APA RR EE 
2 R H 
g” Cr) = fle) (2 E [eb]? 

“RESO <A RRR EASA ESE 
理 2. 4 AAP ee Ea Cae 

ieee ARTE tea) 上 ftz} 有 若干 不 动 点 ,这 
Hf fz) > A fC 之 7 这 两 个 不 等 式 在 ca.8) 上 者 不 被 满足 ,我 们 
可 以 把 [a,o] 分 或 很 多 小 区 间 米 莹 虚 . 由 连续 性 , 若 fle) > 0, 刚 
FUD TE ro EGR REA IE. Zoh flo) < 0.0 fC) 在 x HERR 
fi- WL. let LAT fC 的 不 动 点 之 后 剩 下 的 是 开 集 ,这 个 
开 集 由 不 超过 吕 数 个 开 远 和 和 两 个 可 能 是 半 开 的 区 间 组 成 . 设 这 


ae APRA rjw 2! 


ee 


些 区 间 是 4 eee dee Bf ZEA, EPR ele fa MHE A PE 
fo} > cM fho<aon ge Las Fae ROR WS Sw) 
=u. HEH 2.1 ERR PRE Witte A A EM 
7. AAT m RTE RAR gg, PERE PS ee RASS 
A, A au DA oe REE RBA gC) = 4. 把 所 有 这 些 g, PRE 
EAE BET RB FRE oh AY ee Ca TT Hh S Leb] P 
去 掉 诸 4. RLS A PR Ra g WAS RD. AT PR fe) 
Llao] 上 购 连 续 选 代 根 gia). 

我 们 把 这 -~ 讨论 的 结果 明确 地 叙述 为 : 

定理 2.5 车 f(x) 在 线段 /上 连续 ,严格 道 增 , 当 xz E 了 时 有 
f(z) 写 工 则 对 和 任意 的 正 刺 数 凡 ,在 在 定义 于 1 人 虐 且 让 ff 中 取 什 的 严 
Be ee HIPER gG), 满足 

gcr) = fir) 

fed ey EE ET PS EER E 如 果 
f(z) BST BI fir) = r, BRS AER A RAUR tE A 
f(r) 自身 . (2s AES ARRAS 2 PRR ABS 
TATA? WES) 不 慢 等 于 z, 由 年 于 2 APR Pee 
论断 可 知 ,f AY m W Gn SS 2) FERRIER AA ST. A 
AS RAR HE BE. EA SR TES. TAR RE E 
我 们 不 希望 的 , 它 给 我 们 推广 迁 代 第 数 带 米 了 困难 ! 
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EREE RAT eB EES A EK 
的 连续 递增 迭代 根 ,但 仍然 没有 实现 原来 的 推广 迭代 指数 的 设想 ， 


22 GR MEA ARS) A BE 


ETEA 2 RE. fC) 连续 而 县 严 格 递 增 的 情形 , he Ae 
出 Fr) A SP Re RRS BY KE. 如 果 我 们 任意 选取 f(x) 的 … 
Tom UR ATE EB BE CRAB gtx) 为 for. CRE BSR fi Ee 

(fay" = fF 
得 以 成 立 , 但 却 不 能 保证 别 的 指数 运算 规律 ,例如 


1 


1 M tk 
TR o fw = f m 


RE AS EET. 

也 许 读 者 会 想到 这 样 的 办 法 : 取 了 的 某 - :个 连续 递增 的 二 次 
ERAST BRS ASE hE eae A ER fT 
地 .得 到 蘑 个 连续 递增 的 六 之后 ,就 到 它 的 某 连 续 递 增 的 二 次 送 
代 根 作为 fe". 这样 得 到 了 一列 函数 {fn 二 0,1,2,3,…). 再 规 
SPAS m BORG SP. 最 后 , 设 a 为 任 -个 正 实数 ,总 可 以 找到 数 


到 | 
= Fh (k= 1,2,3,4) (3. 1) 
使 
lim o = « (3.2) 
be ben 
oR i FR cE OY. 
fz) = lim atx) (3.3) 


只 要 (3.3) Ag RR EE i Ae Se. 这 样 对 所 有 正 实 
Sia Me MS Fo HUE fo Be eR SO" 就行 了 ， 

这 条 路 的 确 是 走 得 通 的 . PTE TK ER RAI E 
生 当 .不 这 , 穆 个 过 程 和 证 明 相当 党 琐 , 这 里 木 详 加 介绍 了 .我们 将 
用 一 个 简捷 得 多 的 方法 解决 这 个 问题 . 

我 们 的 注意 力 , 现 在 不 局 限于 某 个 特殊 的 m RE RAR OY FFE 
习 否 ;而 是 从 政体 的 观点 引入 流 的 概念 :; 
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eM 3.1 一 个 映射 pil D C — co tte o,r € d pit,r} 
E D WYK ERS Pai RN E 
G) eiD, =x 【对 一 切 z EF) 
GD pts + tyr) = mls.mtisr)) | 
(对 - -切实 数 st 和- -Hle € FD 
IR wie) (MR tice 0 RMA GD (RIE SER sot I, MPR 
pD AT ERB. 

ELTE 2 EAP E 9 ll BH eg 2 SR In A eR 
Be”. BEWE YA ee m EP SS PB — Ae PtP 
FELRE REE ST ZEST A pr) ee. 
WU PR hy EB Be A BEE BEATA BR OCS Ft CB OLD. SSR 7 A pop a t TT 
plt,z) 是 7? REESE BRAY BRON C OR. A AAT SRS 
Be AR A REA Se RT GP BE ae Be TEIE T RE Ag Bt BOB 
23 fa} A BY Da aR oG ae HE ET A T. 

回想 一 下 本 书 $1 RA ETRY SE BX. ER RE e 
的 实际 意 文 .我 们 把 eo) 的 变 元 1 春 成 时 间 参 数 , 而 把 z 看 成 菏 
一 个 物理 二 程 , 或 化 学 过 程 , 或 其 他 目 然 过 程 中 所 涯 赛 的 系统 的 某 
个 状态 ,而 三 就 十 状态 空 则 一 一 一 切 可 能 状态 的 集合 . 等 式 

y = Plt, x) 
ti 0 时 , 便 可 理解 为 :如果 系 统 在 茶 一 时 刻 to 处 于 状态 x, 则 在 
时间 之 后 将 处 于 状态 因而 了 仅 与 初 态 z 和 各 时间差 上 有 区 ,与 和 无 
FE. 当 t 之 0 时 ,y 可 理解 为 :时 间 之 前 的 状态 . 这 样 一 来 ,一 个 流 , 是 
人 碎 数 学 上 对 某 个 可 能 的 决定 性 过 程 的 刻画 ,#1 可 以 取 付 值 ,意味 者 
这 个 过 春 是 可 道 推 的 . 即 知 道 了 目前 系统 的 状态 ,不 但 可 以 预 漠 末 


+ 这 线段 可 以 是 开 区 向 、 邹 区 茹 .站 开 半 闭 的 这 间 , 其 端点 可 以 是 十 吕 或 一 . 
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米 的 状态 ,而 且 可 以 排 断 过 法 的 状态 . 
在 现 晤 世界 ,更 多 吉 到 的 是 这 样 的 类 定性 过 程 一 一 从 目前 状 
DRAE ET ROR. A De] Boh E 即 在 pe At H RER HE M 


tE A REE ETL. 
在 流 或 半 流 pti,r) 中 取 = !. 得 到 7 DARA 
f(r) = wtl.x) (3. 4) 
tM p ETB) A | PBR. EX 8. 1 pCi). 可知 
Fir) = plex) (3. 5) 


AE oe Hg er Ay PB BR A SE TP Re 为 流 或 半 流 测定 . 这 
栏 得 到 的 序列 tz)) 叫做 w 的 一 个 离散 这 样 . (3.5) AH 
A RRA BR AB 一 一 把 送 代 指数 连续 化 ;可 以 得 到 流 
或 半 流 , 反 过 来 , 流 或 半 流 中 时 间 参 数 抽取 等 差 的 离 滔 列 , 可 以 得 
到 某 个 映射 的 诸 次 送 代 . 

但 是 ,即使 没有 流 . 我 们 也 可 以 从 任何 一 个 上 的 目 映 身 — 
Re fe PARI- FEO AC TB FART AS Pt 通 
Fe 18 OU fie Hf AE RE Ye 可 取 一 切 整 数 时 ) a 
半 动 力 系 统 ( 当 可 取 - 一 切 正 整数 时 ). 

通常 ,一 个 流 ( 或 半 流 ) 也 时 做 -- 个 动力 系统 {或 半 动 力 系 
统 ， 或 者 更 准 硝 地 叫做 时 间 正 续 的 动力 系统 . 

ENM 3.2 证 fr) 是 7 到 日 身 的 映射 .如 果 存 在 7 上 的 流 ( 或 
Sp), 使 有 

Pl = flr) (对 一 要 x 了 了) 
则 称 (72 BEKA Mi CFD pE, r). 
OUR F OTR ARE CAREC). 我 们 令 
FC) = plan) (3. 6) 
RE RR - 4S FS OT FAY a RIER. a A i SE RCR IE E RO. 根据 
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流 AE XM 3.1.03. 人间 HE BS if) 是 满足 (2.1) 所 示 的 指数 运算 
律 的 . 

什么 样 的 上 可 能 入 流 或 半 流 ?特别 是 , 它 能 否 钳 入 连续 时 流 或 
半 流 "这 是 一 个 伐 有 兴 昧 而 且 很 有 意义 的 问题 . 一 方面 ,和 弄 清 这 个 
问题 ,有 助 于 我 们 认识 党 的 抽样 而 得 的 映射 究竟 有 哪些 特点 . 另 一 
方面 , 它 还 有 重要 宰 际 应 用 : 当 我 们 考察 自然 界 的 某 个 连续 变化 过 
程 时 ,由 于 客观 条 件 的 缚 制 ,往往 只 能 得 到 一 些 时 后 离散 的 资料 . 
能 不 能 从 在 离散 时 间 上 采集 的 资料 (如 数据 ,图 像 ) 中 找 出 因果 关 
系 , 从 而 得 到 关于 整个 发 展 过 程 时 更 系统 的 知识 ,这 属于 动态 模式 
识 ANTE. 它 对 于 自动 控制 ,人 工 . 管 能 都 是 很 重要 的 . 把 这 类 问题 
抽 钵 为 数学 模型 之 后 ,其 中 有 一 部 分 问题 便 可 归结 为 映射 榜 人 流 
H aj ER. 

一 个 六 p(t,z) 中 的 参数 1, 有 时 也 可 以 不 表示 时 间 而 具有 别 的 
物理 意义 . 举 个 例子 ; 射 伐 罕 过 介质 之 后 ,强度 会 减弱 . ER BEAN r 
的 射线 , 罕 这 厚度 为 1 的 介质 层 之 后 强度 变 为 y, 则 y Ze As AA 
aT 

y= pl,z) 
容易 从 物理 意义 上 确信 pC) EH WAREM EA ez), 
工 (PRES AGN. 特别 是 ,要 使 1 变化 ,就 要 准备 厚度 各 不 相同 
的 介质 层 .但 我 们 也 可 以 先 对 单位 厚度 的 介质 来 测定 :变化 时 y 是 
如 何 变 化 的 ,得 到 
fer) = plz) 

然后 ;利用 数学 的 方法 把 了 Cx) PRA BB pa) P. 即 由 f(z) 确定 
p(t.2) ;这 就 可 以 用 较 少 的 代价 得 到 所 要 的 信息 . 

下 面 的 定理 ,可 以 帮助 我 们 把 严 覆 递增 的 连续 画 煞 符 入 连续 
流 . 
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定理 3.3 JA GABE, RAE SEP H e p A 
SOFA GEREED, 4 E abd TEA 
(fir) — £)€G(r) — x} 0 C3. 7) 
则 有 定义 于 (te,5), 且 值 域 亦 为 ta,5) 的 连续 而 且 严 格 单调 的 函数 
A(z), FASE PY E 
he f(z) = Geh(z) (2 © (a,0)) (3. 8) 
Tr AS (3.7) Act EY AC) 必 递 增 , 038.7) A tnta Tf aCe) 此 
递减 .此 外 .还 可 以 使 acr) 满足 现 先 纵 定 的 条 什 
Ae) = A Ce) Ce E Lf Cr) to] Klee fod) (8.9) 
这 里 ze 是 Ca, 全 内 任意 取 定 的 一 点 ,zz) RE ES RS o fla = 
Ge h“ (ro) 的 位 一个 在 [f(z02 20] 上 (或 Lze.fCz yj 上 > 连续 严格 单 
TRAY pa, A AY Cr) © Cay). 
证 明 ”为 确定 起 见 , 暂 设 在 tayb) 肉 恒 有 CO) Ce ASO 
r+. 满足 (3.7) 的 另外 几 种 情形 .最 后 均 可 归结 为 这 一 种 情形 . 
Sy 二 上 "tro) FEF aa) te} : 
it = Firo) 
(n=O, 1, £2, + 3.) (3. 103 
Ys = GO Ca 
Mil ra > a + lean > wei» nH oo ff. >a By eo, 
noo ~h H oy. >h. 
& hlr) = A’ Gd.Cr © [nsns RR 
hE = Goe kgs PLO (2 © [rs ]) 
a = G la hype f(x) (2 € Laer) 
显然 , hy hoy ESE AP Me Oo 之 所 以 递增 ,是 因为 定理 中 设 
he PERSE AL A o fa = Ge ht Cro}, ARIA fa) <2, 
Ger) <la Beh Cf Cen) = GCA" Cr) <0 At Co) WAEA a BM 
hy ETE) SFE 
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hilan = yis Ailt = fa (3.129) 

— AH. AAT BPR n, TE Lrt ee] 和 [zz- EMS ET A 
Al aa EE H E, yE 

DG) = fns R Cai) = CGR) 


(3. 13) 
Li 1 一 Y apis RAAT = 到 
D a] DA H SAH E E 
pe = {j o fi, = ftir), E © ENTEN 
(3. l4) 
Regt fz) = G to "r ° fir). (r E ETS. 
然后 令 
ky) = Ar) CH r E [rr )) (3. 15) 
易 知 这 个 定义 是 合理 的 , 且 关 连续 ,严格 说 增 ,满足 (53. 8) 
如 果 在 a,b ABE G > ce Al f(a) > 2, WS 
= — H — r) 
(3. 16) 
ffx} =— fi— r) 


则 在 (一 5, — a) FAC) Or ASO) < 之 z. 应 用 已 证 之 结论 ,有 
hfe keof=—G@ek, Bl 
A€— f€— r)) = — GC hr)) 

FER ACs) 二 一 hi 2) Mako f= Goh. h AEEA BE 
增 性 可 知 上 也 是 连续 和 严格 递增 的 ， 

如 果 3.7) AeA TA. RARE. AE Ce) 内 恒 
A f(a) crm G(2) >. ERT MF eh) BRIA a,b) 的 
RE RESE BY hy Cx), MB A 

| bos Goe kir) = Cid r 

F EA AREH EE ho TE he > fr) = G o hala) AREP Re e 
f(x) = hT! Goh, o hala), £ A(z) = hy o hala), Mi A(z) 是 满足 
了 = Goh AERE H RE R AY p a 
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3 Fe Fa hs Gy He AY , et) Pa HG Se ET REE, DY 
及 它 的 增 减 性 ,其 论证 是 平凡 的 ,请 读者 验证 ， 
根据 这 个 定理 ,可 得 严格 递增 连续 函数 迄 居 根 存在 性 的 又 一 
证 法 ， 
推论 3.4 若 / 了 满足 定理 3. 3 SHAE NERA EBR m 
= 1,f 有 连续 的 m IAT. 
证 明 S GS 了 ,如 ff 和 GG 满 是 定理 3.3 中 杀 件 . 戈 有 严格 单 
Da GY E Se py Be aCe) 使 
Ref =Gok 
亦 即 
fohlieGeh= Atco fm ch (3. IF} 
Weg = kofek HOGD DS = g 另外 ,7 的 连续 性 是 显然 的 . 
ie Ee. 
定理 3. rA OY) A Ab» Ee Ra aE SE BY 
ATER TL i 
推论 3.5 4 EH 3.32 SHAE RA Cd) 上 的 
证 明 EERE EFi RAC oo, 十 co) 的 
ESE PE EE ag A(x). > 
GQ) =W hat D Ge Co,b)) (3. 18) 
WW Gir) 定义 于 (5b) HRA Gb). GO) BARES A OP ih He. 
此 外 .G(r) 在 Ca.5》 上 没有 不 动 点 ,这 是 因为 由 (3. 18) 可 知 
ACT = hir) + 1 
AURA ro 使 Crzo) = zo, W 
A Cte) + 1 = h (Giz =A rg) 
这 推出 = 07A 
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于 是 ,了 和 4 满足 定理 3.3 中 的 条 件 ,因而 有 定 闵 于 (asB) HE 

ICA Cab) HIP STE Se ae (zx)，, 使 有 

hoe fla) = G e halz) G E (a,h)) (3.19) 
H c3. 18) C3. 19948 

f(z) Shy G+ Afr) 

=h! e MT’ Ch e Bala) + 13 

售 hC) = hi e hake), Ul k EEF (a,b) 且 征 域 为 (一 0, + 00) 
PPR RE Sr pa. H C3- 20) 得 


(3. 20> 


fCx) = ACACr) + 1} (3.21) 
现在 令 
一 ot 
mt sy = A ACs) + E (3.22) 
ge rat b 


TARI, p Ead 上 的 连续 流 . 由 (3.2]) 知 f(z) = p,a), Ri f 
By RA FES BL 2. 证 毕 . 

在 定理 3. 3 以 及 推论 中 ,都 要 求 SAAR Xe 
Cab). MRS Mime.) 的 真子 集 , 则 fF 在 严格 的 意义 下 不 可 
BERRA (2.6) 上 的 流 , 因 为 了 "7' 的 定 余 域 不 是 Ca,5) PRE MOB. 1， 
p(— 1.2) HERMA pils) 相同 ， 

但 是 ,这 时 了 仍 可 以 嵌入 半 流 : 

推论 3.6 设 f(x) EMF, ARF.) SEP Re 
HES, i—i sc € (2,5) A fo) A r MS RA Ce) 上 的 连 


续 半 流 . 
证 明 OMAR SARA) , 则 不 等 式 
fia + 0) >a 
和 fo Lh 


中 至 少 有 一 个 或 立 . 由 于 了 在 (a,8) ARPA PER 
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不 能 同时 成 六 .否则 ,由 J 十 0 中 一 a 守 0,fG 一 人 一 $< 之 0 及 
连续 落 数 的 介 值 定理, 可 推出 有 cE te 使 得 Fe) 一 一 DO 为 
Wem. RR fla t+ D >a fe—O =o. 

任 取 一 个 定义 于 10， + 00) 而 值 域 为 (5 HA EE HE 
AY PRA kh Cr), & 

filr) = hy ofe hye) (z E (0, + 2) (3,23) 
则 f EO, + co) KAA E eee eRe, BE fi 也 没有 不 动 
上 fiid > r,t0 0. 

把 了 (x) 开 后 为 (一 99, + co) 上 的 严格 递增 连续 蚂 数 fi (x)， 
FEARG 的 值 域 为 (一 o, + oo) ,上 且 户 也 没有 不 动 点 . 从 而 对 一 
H rE i w, +) fit) > r 这 当然 是 办 得 到 的 . 

BY HEHE 3.5, F(z) 可 嵌入 (一 00, 十 oo) 上 的 连续 流 p Cx) 
Ep EDO. +02) K (0, 十 oo) 上 的 限制 gp , 易 知 wi ECO. 十 co) 
ANGE SEP YR A pils) = file). 现在 令 

pits} = by Cp, kih (rT))) (r © (a,b)) 
则 pad) 上 的 连续 半 流 , 旦 有 
piler) =h ikl, Y 
一 和 了 页 Cr) = fr) 
ULAR f APRA Cee) A ESE SE p UE SB. 

FU LH CHR RIER RAR CHARS 
一 般 性 . 如 果 了 AH ASA RITE RR A EE 
H 2.5 时 所 用 的 方法 , 先 从 [a,b 去 掉 不 动 点 和 闪 点 ,把 莘 下 的 开 
集 分 成 不 超过 可 数 个 的 开 区 间 {4.} ,把 7 了 在 水 上 的 限制 fa REA h 
Ag GS 4 的 端点 和 4,5 之 一 重合 ,也 可 能 是 举 流 )w,; 最 后 把 诸 
p 凌 起 来 得 到 [a,b] DART pi SABLA .这 了 就 得 到 

定理 3.7 定义 于 区 间 7 上 的 严格 霜 增 连续 应 数 了 了 (7) ARE 


下 7 
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于 天 则 必 可 嵌 和 人 于 了 上 的 连续 羊 流 . 行 了 的 值 域 为 六 则 可 媒人 二 7 
ERE BERL 

1X “PE BEA) LE BE AA BR 

定理 3.7 eT Be oe EY 2 AR. 但 从 证 明定 理 3.3 的 过 程 
可 见 ; 我 们 这 样 得 到 的 流 仍 有 极 大 的 任意 性 ,这 是 我 们 要 进一步 解 
次 的 问题 . 


$4 谢 留 继 画 数 万 程 与 对 入 流 的 唯一 性 


在 前 两 节 , 我 们 对 于 连续 而 且 严 格 递 增 的 函数 ,证 明了 它 有 
各 次 连续 的 选 代 根 . 而 县 更 进一步 证 明了 它 能 够 嵌入 连续 流 . 但 我 
们 的 结果 有 页 个 明显 的 不 足 之 处 : 

第 一 ,通过 逐 段 拼 资 而 得 到 的 选民 根 和 流 , 尽 管 可 以 保证 连续 
性 ,但 不 一 定 光 滑 , 更 不 用 说 多 次 可 微 了 . 如 果 了 是 7 阶 连 续 可 微 
的 ,而 且 设 有 不 动 点 ,经 过 相当 繁复 的 计算 ,确实 可 以 拼凑 出 > 阶 
连续 可 微 的 zy ,jr Cr) 40, AE 

f(z} = AT Cafe) + 1) C4. 1) 

MDB RHE FRAT CAL eG.) = hI AG) + O, RI FA r Er 
EET AA mm PEARLS G) =A A 十 一 ). 而 且 还 顺便 给 出 
我 们 在 8 1 中 提出 的 写 出 产 的 表达 式 问 题 , 即 pe) = be) 十 
n) 但 是 ,如 果 了 有 不 动 点 m = J(zo, 则 wp 和 六 在 mm 处 的 可 微 性 
仍然 得 不 到 保证 . 

第 二 ,从 定理 2. 3 和 定理 3. 3 的 证 明 过 程 还 可 以 看 出 ,我们 构造 
出 的 迭代 根 和 流 都 有 极 大 的 任意 性 . 能 不 能 从 这 许 许多 老挝 代 根 
中 和 所 嵌入 的 流 中 挑 出 -一 个 我 们 认为 是 最 好 的 ?用 什么 标准 来 掩 
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选 ? 这 就 是 所 谓 唯 一 性 问题 - 

比如 ,在 $1 当中 ,我 们 曾 举 出 过 几 个 这 样 的 函数 (zx) (参看 
(1.14). 可 以 写成 * 和 +z 的 明显 的 表达 式 , 把 表达 式 中 的 * 搞 
成 连续 变化 的 t, 往 往 可 以 得 到 流 或 灶 流 . Oa, 

1° B f(r) = 244,48 f(s) = ct na, 把 连续 化 ,可 得 流 
gx) = £ + oo gr A 00); 
O 由 f(x) = le> 0c 尖 1), 得 P(z) = ez, 把 4 连续 化 ， 
得 流 plir) = dr(— coo «I z «+ c); 

3 由 f(z) = j a) =o? Ean EL. BM par) = 
e O Ez oo}. 

4° 由 f(z) 二 


a: 


1+ bz 
化 ,得 半 流 Pz) = yO Sor <4 00) 

PRE RS RAM AB, EKHE HIE, 
HEE AY A BES A EO ETEA S RARER APR a. 下 
述 定理 揭示 出 这 种 区 别 之 点 ， 

定理 4 1 fiz) = crie > O,eA 1,2 E (— co, +0) OF 
要 和 (一 œ, + 00) 上 的 连续 入 pe). ORO EE RS AT EY tt, 
T) 一 产 ( 门 在 z 一 0 处 可 徽 , 则 pttz) = c'r. 

为 了 证 明 该 定理 及 以 后 用 起 来 方便 ,我们 先 色 出 下 面 引 理 . 

引 | 理 4.2 设 g(x) 在 包含 x = 0 的 区 间 7 上 有 定义 ,g' (OF 
FE APLAR A ] 的 非 零 常数 . 当 * € 了 时 恒 有 入 © WRX 
— Hj z € i A gt Ar) = Agta), WW ge) = g Oe. 

证 明 车 1%| < 1,0 H glr = 知 (x) 可 得 gt0) = 0, H 
gC Ata) = Mgtr) 


;关中 ,得 六 (x) 一 Ti 把 ”连续 
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SS | 


o) = 一 | EP | = g Oe 


若 [al > 1H gs) = iy Bo) 一 2 4] ear =, 
Mla | 过 1 且 gC) 二 909). 即 化 为 已 讨论 过 的 情形 .证 毕 . 
定理 4.1 之 证明 OS RRA par), H 
Pll we) = flr) = a 


H RAY OE SC FA 
pli,cx} —plé.pCl zt) )} = gil 4 t,x) 
=p l ,ptt,z}> = flpti.2)) (4, 2) 
=eptt 23 


BRED fitter) = ef' Ca). i8 fa Æ r = 0 4b SH a MU |B 4. 2 TY 
得 fitz) = aa 


FA AL AY me SL BY 4 
fi ofsoe fx =f (4. 3) 
peo Fee ae 
n iK 
两 端 在 z 一 0 处 求 导 ,得 
(al = we (4.4) 
由 于 同 理 有 
(a)? = 9, 
故 a> 0, 从 而 | 
a= 
TE 
a= (a}" = es (4.5) 


对 于 和 任 一 正 实 数 所 下 pD 美 于 连续 ,可 得 
a, = pt, 1) = timptu, 1) = lima, = r (4.6) 


if 


44 GREER SHAH RS 


4 (4.60) Pe RBBB Tt. Bei< 0, MH. 
foie fits) = f) =z 
尔 得 


HEH. 

定理 4. 1 使 我 们 看 到 ,对 于 f(r) 一 cx WA. FSC MRA 
流 可 以 有 很 大 的 任意 性 ,但 在 如 上 “在 xz 一 0 处 Fr 一 oz) 可 徽 ” 
的 蛮 求 之 后 , 却 只 有 我 们 所 中 意 的 cf 这 一 个 流 . 注意 到 7 一 0 是 
(7) 二 of 的 不 动 点 ,这 和 启发 我 们 提出 “在 不 动 点 外 可 微 ”" 的 条 件 .下 
面 的 定理 是 推广 定理 4. 1 的 准备 步 又 . 

定理 4.3 设 f 了 f(x) 是 定义 于 区 间 /而 到 值 于 7 的 严格 递增 连 
续 通 数 . f(z) 有 了 唯 一 的 不 动 点 toe PCI ES. fl Cr SER SH OLB 
正 数 .如 果 存 在 定义 于 1 上 的 连 综 的 严格 单调 的 旺 数 (x) BE Cro) 
存在 且 不 为 零 ,满足 函数 方程 

RCOF CII CA) te= f! (70)) C4.7) 

Wy 

D 任 给 or>0 .有 旦 公有 一 个 在 zo 邻 域 定 广 的 gt#) ;使 

[fe gx) = ge flax) 


} 7 (A, 8) 
g (in) =a 
Gi) fEAIEBRMm AHMA- -AEAF AE ro TIAA 
PE pa RY gi), AEE 
gcr) = f(r) (4.9) 
Gi) 有 且 仅 有 一 个 1 上 的 连续 半 流 v(t.z) ,使 得 
六 一 六) (4. 10) 


并 对 每 个 固定 的 t,ptt,x) 在 r= ro AE AY A- 
证 明 AMEC DHJ A H r=r RAC. 7), 得 
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ch {ay SALF (to) )=AC zo) 
dH e1 EPE kost, (Dan. AA 

f(z) =—h (ch(r)) (4.11) 
以 下 分 别论 证 定 慎 中 的 三 个 结论 ， 

G) 对 于 ce>0, 取 9 一 Caigz)) BR ytz) 在 xo BMA 
EN ARES. 反之 , 若 有 满足 (44 86] g(r), 由 (4.8) 前 ~- 式 
得 

1(g(z)) 一 9CF(a) 一 gzo)， 
由 于 了 RA—PARSL tor RK prod =r > 
Gl2)=ho go h(I) : (4.12) 
则 GO =0,6 (M9 Ca) =a, FEC. 117 和 (4 12) RAC. 89548 
ca z= Gier) 
由 引 理 4.2 BGG r= oar, B h. 127 ,得 
gir) SA G0 AiR ahlar) 
这 证 明了 满足 (4.8) 的 g 的 唯一 性 . 

(iid RR gfx) =A e™ A(z), 由 AY (zo) OO C4. 113 Rj, 
g (20 FETER ga =f Ce. 

RAR. Bef) MBA go F=f eos FH gy (20) FF 
在 ,得 

gf (ao) = Gf! (10))™ =e K 
HR FE AY g EA. 

GD Koo =A (ch) BW 罗 是 所 要 的 半 流 ;实际 上 ， 
右 了 的 值 域 也 是 p 也 是 流 ， 

反之 AF WAT EAE RE oC. ep ERAS RHE 
{A pe c= f(x) FE z= r 处 可 微 , 令 

Pitre) =A pi AW rT) ) (4.15) 
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© ig OA Pee Be Fit. BE tA BaP LE 
D's, x) =r) | = (4. 16) 
此 外 ,由 《4-7) 
Pieler =A pil AT Ce) SA ok r= 
BAU F¢2d—=er HARA $, H Edl, 
PCr = dr 
从 和 而 由 (4.15) 得 pr =h (chr). TER. 
定理 4.3 说 明了 (4. TIRE 
kifir) = chr) (e= f" Czo) s F (ee) = ra) 
HHEH joo ho PEE ME. Schroder) 1871 年 发 表 的 一 篇 
SORE? AR EA). 其 目的 正 是 为 了 利用 CHE F BE ACD H E 
TAARE MSE. RR F HEARE. 
为 了 使 定理 4.3 落实 .研究 Schroder 方程 的 可 微 解 , 便 成 为 必 
WPT. l 
定理 4.4 设 了 C7) 在 区 间 CERM, c NA rage 
EFF GOT LAME ABI ta = f CS Ce). i" Crd FFE OS 
If Cro 之 1. APR EE MF 1 上 的 连续 可 微 函数 Ca) a (my 40, 
满足 Schroder PRR A FE 
Rf CE) = che) (uf! ro)) 
WAS f PREY A 也 严格 单调 ,车 Co) ah ah A SPY. 
hi Ca IR OE A AA. 
WEBI onfair aE f AE- an ALA A A f(r) = 
my zy 则 因 
FCF Ce SFO CP Gad HFS, 
We, HE POP COOMA ES PP OoAS SE :性 矛盾. 
另外 ,二 了 的 不 动 点 也 必 蚌 Np. RS HAE- RB tn. 
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H F |F (20) |<01. BOR 60, fh RT g= 
|f Er) Firo) |<Cgle—zo| CH |r— rajed) (4.16) 
MA GVE. AA TE o BS iE 


1+ jf Crd | 
a 有 


F (2) ef SIF! Ge) fl Ged | <M |r zo | (4.17) 
( |r — zra |i, M= | f" (re) | 41) 

考虑 函数 序列 
hae Pz) (w= O41 Dee) (4.18) 


RMTI te EF BAK Dy Ori 2) — h (a) Eto 的 足够 小 的 邻 域 (x 
— őt ,m+6° OT) 1 ER A LARS. 这 里 只 要 oO 
dtd A ot AaB AE Cel HM g el BPAY. 
BSC Rosa, Ot. eH 0, RRA TS FE 
HIE HA oe US oS Fe 48 Bl 9 RR Be OR. BR 
TI) |= fom] e eT E y — Cpe) | 
= e|" e [CGY | [ef (Ge) - 1 
= |c| = F CPG) + fh Cf ade fi Ca) | + E CPM) — c | 
(4.19) 
当 [ezl At BY. OT C4. 19? 应 用 估 值 54. 16) 904. 17) ,注意 到 由 
C4. 16) 8] 推 得 
|F Cr) — wo Ee | z re | (|z—2,| ő) (4.20) 
恒 得 
[RF GO — AC) | eT De] + ME) eo MP2) ol 
Mi el te Clel tat e| + Má CA. 21) 
由 于 8° 的 取 法 使 |cj alte 十 M5) 过 1, 由 和 柯 西 判别 法 知 ,该 级 数 
导 项 微分 后 弧 对 一 发 站 剑 , 令 


ALE) 一 (z 一 To 十 D>) Cn (2) — hx)) 
avai) 


3& APOE TRN Be 


IO me 


4” 


= hlr) + > Ue rd — Ard) 


n— Ù 


= lim hfr) = lime “f*(r) — za) (4. 22) 
+ ato 


a” + * 


Wik Elres ó" retó ON | 上 连续 可 微 , 易 求 出 加 (x0) 一 1. 由 于 
heft) = Lm ee "OPT Cr) — ro) 
za 一 | ”~ 
=e lime ‘8*!'Cf*tt tr) — ay) 
= ehir} (4.20) 
IOGEAR OOIE S BRO RE Schroder 方程 (4. 7 GRE. 
F- 26 GE AA A ARE Pepe n a OA T EA. 7 在 
EPER EARE A EHH It-0 reJ EB 
lim f "iri == Yf ( 4. 2A} 


Wot dr toe? Wa. fA AE TE. PE. 24) 
成 了 并 . 

以 下 讨论 翅 蚌 的 内 点 的 情形 ,由 4. 了 6) 可 知 . 有 一 个 人 包 宫 
Moro BY Pele). IA T bce) YA -E aL C4. 24). Be Po RR h 
Fe CEA ae AC LAB] 

(i) wr Ef 

Gi: fe re P.M) e A. 2a 
让 了 的 两 端点 是 er RW eu ven 是 了 的 器 点 .从 而 7° 一 7 

了 显然 拒 A ge oe A a ae r AE C4. 24), POA ， 
级 的 六 点 而 是 内 三 因子 
Ca Fn ah to g A a. CREE Mya PCa RT BAS ME A0 a A 
SEd tue ER PC MBE ey AST. A AA de P EG a Ap Ee C4. 
24. AGT ta? .这 杭 & A RE RG PEE FE AS PA Sa 
变 为 端点 . 伺 wr 地 不 是 了 的 不 动 点 ,只 可 能 时 了 CD 二 "(一 
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SS Á a a Ř MMŇa 


这 样 e WEGGA S. SRT A. A. 24) 4 iE. 
于 是 .对 任意 rei, AP URRE -0 E E n, fE 
PEDE rde- NLM ERST GDA E > 


ACr} me CaCf Cry) (4. 251 
MRA STB hee A PRA SERS RF 
E EAF. TO) 


后 ,我们 由 了 严格 单调 推出 也 产 格 单调 . 在 不 然 , 有 7 
ro fH aCe =k) A 4. TO ACR C2 Sh Cae). (Bg eto 
Ay AS’ Cay Ga 162)0. 由 了 严格 单调 可 知 Ca, st fd BK 
AA A E n 邻 域 不 是 严格 单调 网 .这 与 上 有 连续 导数 且 玉 (rz 一 1 下 
盾 . 

OS! (2) 处 处 不 为 零 , 由 (4.7) 微 分 后 可 知 ,车 a) 一 0, 则 
A Cf (2) = 0, Mai a! CPC) = D. Pr) ae Cn + 009 Rh BE 
ETE IRR Cr.) = 0, A (zo) 一 1 RE LEG Tb Crd Ab ARH 
Æ sub He. 

E.E ROE. DATAE, AT AO ARC te C4. 7 
解 . 另 STG A, RWE TOG H A Gok Co RFE 
H FE, Rl rH C4. 78 


neo) ACE) RR GYD IPO a8) 
bz) ACER) pee SMa) rl CPG | 


一 一 (4. 0B) 


UE] SB Ca. oag BB HE as HR d 4 OT e, ba 
bi erg JMO FE ce UE eet. 
| Moy. 4. Tae eT apy, 
| | ARTEL l eTEN - 


Lim P K) } 


am 上 oo ft" 


aig) = 


4 Fi- 4! ET r 1 


10 KMA- BES A SE 


O ATD fa 
= Pm, f(z) — to c* 


=h (xy) lim ce "Fr) -— x) (4. 27) 


1 Ue AA a C4. PAP TE ro Oh GR TE EY RY es ERAS BE A se E 
4.4 中 的 方法 一 -- C4. 18) 的 序列 e CP Crd- EE EB Fl 
È. | 
把 定理 4.3 和 定理 4.4 结合 起 来 ,比较 令 人 满意 地 解决 了 一 
FE og BLAS GERALD FE EME HE E LS A Tt SE PETA] a. 我 
们 把 结论 氢 述 为 : 
定理 4.5 if FER ERE POA: 
1” F GDE I ER, HH — H cel, f >: 
2” 了 在 7 上 有 了 唯一 不 动 点 f(x0) Sf Ql; 
3° f (ro FETE; 
4° MH rer A faer. 
ME FAME: 
Ci) IHE AI A= CF Cae) aE A E — 89 ESE nf A pA BK 
go WE 
{rc = Ay 
(4, 28) 
ge f(r) = f° gtr) GED 
如 果 D= M t ARE ER. 
Gi) HEEE mS EI LARE- EEE Naa m KK 
代 根 ， 
Gi 了 在 TT 上 可 以 唯一 地 柳 入 连续 可 微 的 半 流 pte). 如 果 
fC) =! A g(t;z) 也 是 流 . 
定理 4.5 的 证 明 留 给 读者 ,请 注意 这 里 的 条 件 ft Ce 0 和 不 
动 点 的 唯 -性 在 -- 起 ,可 推出 定理 4. 4 中 的 条 件 “ 开 有 唯一 不 动 
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点 ”. 另外 ,由 2°54 FP Cz0) 记 1], 必 能 推出 了 CD = ee 
立 . 这 样 , 当 天 (x0) 这 1 时 ,可 以 对 站! 应 用 定理 4.4, 间 样 可 得 双方 
ECA. TORJE. 

ES & 18 PE rA.: R fa a AE? OR F EAR 
动 点 的 导数 六 (x0) 二 0 或 1 呢 ? 如 果 了 有 两 个 以 上 的 不 动 点 呢 ? 如 
RF AEP hh ae ET 如 果 了 不 是 区 疗 而 是 平 而 的 区 域 呢 ? 

这 些 阿 题 是 有 趣 的 ,而 且 诡 已 有 一 些 人 对 它们 进行 了 研究 . 有 
关 的 情形 简介 及 文献 痪 料 , 有 兴趣 的 读者 请 参看 本 章 末 必 风 说明 
及 本 书 所 附 参 考 文献 ， 


S5 移 代 与 万 程 求 根 


新 风 节 中 可 以 看 到 ,哪怕 是 一 个 很 简单 的 国 数 了, 想 把 它 的 送 
代 六 的 明显 表达 式 写 出 来 ;也 不 容易 . 定理 4. 4 虽然 给 我 们 提供 
一 个 构造 谢 留 德 方程 的 可 微 解 K(x) 的 方法 . 利用 可 写 出 
PU) =k' (k(x) (5. 1) 
Eh ERRARE A S HOEY 这 个 无 穷 项 的 表达 式 中 ， 
fa a SOFA BUT 产 .所 以 ， 企 解决 实际 问题 时 ， 这 个 定理 的 效能 不 是 
很 大. 
既然 很 难 写 出 fr 网 稚 往 的 明显 表达 陈 , 我 们 只 好 通过 嫣 他 途 
径 来 研究 FOE. 比方 说 给 定 一 个 7+; 研究 序列 
Tr) FF) sf TY (D. 2) 
的 性 质 . 诸如 , 当 ee ooh, ERAGE ARIE? 如 果 有 极限 ， 
是 么 求 这 个 极限 ?” SRT AER. C ER OR Ee J FE? 
趋 于 无 窃 时 , 它 的 阶 闵 是 包 大 ? MERR ENO HX AIT AH 


42 aw BE RA SER HR BE 


ET | EE en tl lS TŘ TŐ Ő M 


2? 当 z 或 了 慢 慢 改 计 时 ,序列 55. DA PERE Moe RS? 等 
等 . 这 样 定性 地 对 f° 进行 研究 ,近年 来 正在 蓬 拷 发展, 得 到 了 极其 
EE tl Bee AY WR. 

序列 (65. 2) 0 ie FA z h Ae TE eva BLE. Aid OF te) 
来 表示 : 


CAP iri = 一 ig stir) EES pfcr) pre} er 3) 
最 容易 提出 的 问题 是 :什么 条 件 下 ,Gt (z) 有 确定 的 极限 ? 这 
个 极限 是 什么 数 ? 


显然 有 
定理 5.1 it ff? kE, rC] tE G HAE m E g an) 
fA BS. 如 果 = 
limf ts) =e. C5. 4) 
H r, Cl itr. 必 为 了 的 不 动 点 .证 略 ， 
定理 5. 1 告诉 我 们 :对 于 连续 函数 了,(5. 3) 的 极限 如 果 存 在 ， 
通常 这 个 极限 是 方程 
六 (IT 一 站 一 (5.5) 
的 根 . C5. 3) 与 (5. 5) 的 这 种 联系 ,对 我 们 有 两 种 好 处 . 首先 ,我们 可 
以 利用 (5. 3? 来 计算 方程 66. 5) 的 根 . PER RR TK 
广泛 的 应 用 . 另 一 方 而 ,又 可 以 利用 方程 65. SERF IIG. 3 
E FAP A Ae 
例 5.2 ia>O.m>1 BEB. A . o y 


fiz) = =| (m — lz + if (x > Ü) (5.6) 
则 对 一 切 aot 
lim f(z) = Ya (5.7) 
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HEEK 当 sar 时 ,有 240- 有 wT， 族 
z= —=((m—1e+2) > 4| Det 8 | = fle) 
(5. 8) 


ST BEE ek. Se él 时 ,有 
Co ee ot En > (cco ere )™ (5,9) 


DR BP 24 >00 时 , 恒 有 
fa) = F| m Drt x ala (5.103 
于 是 由 (5. 83) 与 (5. 10>, (fF (2)) 3 rar ary EF oe oe Ba F 
Rea" > 0,805. DAER z. 由 定理 5. 1,z, 满足 
1, = f) = =| (m — Da, ta 

Hl z, = Y a. EÉ. 

wt 5.2 RETTER ARK. FARE 
能 用 次 数 不 多 的 计算 给 出 Yo 的 很 好 的 近似 值 . 


例 5.3 REZ 
Vat fb Nat Vat Jb mN a F fa 


(C. IL) 


的 极限 . 这 里 a0, b0. 
E 令 FC 二 Yo 十 r+ Gee) , 则 序 询 (5.11) 可 以 写 


成 形式 


Fr i Tp TT y 


440 RATE {C- E A BB 


fa, = fiz), r, = h — an = 1,2,2+} (5.12) 
因此 ,车 {5. LIDAR r€ a, +00), 0 z. 应 当 是 方程 
~a—tr=Z (5.13) 
的 根 , BUA ab x? =a +2 BY. RE 
一 da yl de oo (5.14) 


但 SORE RA. = SO + VT 十 46) 

但 (5. 11} 是 否 有 极限 ? EA QUE BABS : 

由 于 ffzy 在 [一 a, 十 2) 上 连续 递增 ,只 有 一 个 不 动 点 z* 当 
r= OW f (2) —2>>0, 4 eat] 时 了 一 0 MA 

(f(x) >a (442 © [ar )) 
WG) <2 (44 r € Cr., + 00} 

A 44 exc. BM eles. 时 ,序列 (65. LD A RBS. ORG 
界 , 从 而 极限 存在 , 证 毕 ， 

设 ftx,.) 二 xz, 有 一 邻 域 4, 使 对 一 切 xE 4 有 fe) ce, MR 
x, 是 稳定 不 动 点 . 若 仅 有 这 样 的 半 邻 域 4, 则 称 *, 是 半边 稳定 的 
(有 具体 一 点 :还 可 说 左 半 (或 右 半 ?稳定 ). 若 对 7 上 一 切 x* 有 f(x) 
一 xz。 MiK z* 在 了 上 是 了 的 全 局 稳定 不 动 点 :这 时 ,也 如 了 在 了 上 上 
全 局 稳定 ， 

定理 5.4 Bf? EE, H POC MTF) 
WEE sR FA FBT 

情形 1. PET iAP ASIA r. or. ERE RE / 
的 端点 而 半边 稳定 , 则 z. 是 全 局 稳定 的 . 特别 地 ,递增 函数 /的 唯 
一 不 动 点 , 若 备 定 : 必 为 全 局 稳定 . 

情形 2. 车 了 在 7 了 内 无 不 动 点 , 若 有 zaE7 fam n(< 
zo MRT — E 7 AVAL 2 fe a OT AA A te. 


(5. 15) 
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情形 3. ese! LAER. ME El, E f@) a), RI 
POBAAAUWR : 最 近 的 不 动 点 或 当 z A AMAR RET 
MFI ACA. 
情形 4. 若 子 为 财 区 间 , 且 对 了 的 尾 两 点 nee 有 
IFC) 一 了 (za | < | Oo (5. 16) 
则 了 在 ;上 有 唯一 不 动 点 x., 且 x+ 是 全 局 稳定 的 ， 
情形 >. fæ =r. HIF (2) 之 1, 则 xz. 是 稳定 的 不 动 点 
( 若 为 了 的 端点 , 则 半边 稳定 ). 反 之 ,|7 Ce.) |>1 its. ARE 
的 ， 
情形 6 f(z.J=2., HITE — rE rér A 
|f) — flr) | < je — r. | 
册 xz. 是 全 局 稳定 的 . 
证 明 ”情形 1 的 证 明 , 已 在 定理 4.4 中 ,在 证 明 (4. 240 
出 ,不 再 重复 ， 
情形 2. 注意 到 POA RAR, MRED REA sc. E, 
则 必 有 了 Cx.) 二 zs. 但 了 在 1 内 无 不 动 点 , 故 断 育 显 然 ， 
情形 3. TE 2 的 特例 ， 
情形 4.72 =la], E SUC! f(a) ae i FO) — tS 
0, 由 连续 函数 的 介 值 定理 知 , 有 x.E7 使 了 f(z) 二 7,. 这 样 的 x ,一 
cE ME, ER PAT nr, HE fl =x, M 
fir, > — f(x,)| = |r, — z| 


EEEE J 
由 
prta 一 了 | 一 lft) 一 rz < [sro — sr.) | 
= |f(z) rz. | (5.17) 


uf WEA | ft) 2. | RS. Bleed r | 0 ROE. 
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PrF r, BO. WIPE O Ay A R RE et E 
TaD fr) = |a — r| = Boo 
x MAS Area AF E. 
情形 SP Ge ICL. A AD ra BY So, Hr. A 


| fhe) — Sha.) < 一 二 (11 十 fie, |) co 1 {5.18) 


E — Fa 
H pD, Ae A RIE fL 1, AOS. 180119 
[If 一 了 | (42 € A) 
RHS f(r jer... 


情形 6. TEA EE 4 的 后 半 部 相 问 . ah. 
通常 情形 之 下 ee OS. 1 CSO. 由 于 实际 中 盔 到 的 多 是 
HR AY. aT o 用 得 最 多. 
AB fee. ZI RNS Re BI t BA RE 
POo—r. | 是 不 是 会 很 快 地 减 小 ”上 面 就 来 探讨 这 个 问题 . 
定理 5.5 IER POA Az. ， 则 
(i) TER Pp aS r PEKE 4 EAS OOl sgal ce 
Vay. A ED — r. aglar. | 因而 看 对 一 切 nem APC A 
nG 
EYG caj aigli” (7) ar | (5.194 
Gi) 蔡 在 某 个 包含 x: 的 区 间 a ERIT? SM, hed) H 
Pegg. p= O04} pe | Beek) M H cE 1 BY. 47 
f(a} r| Rm Mle e r (5. 20) 
A mE i -一切 ?na PIC AL 
Pr ee MEE OL Cy me BT 
A me FB AS ve BA Be AE op Ar a fay A a] es DA. 
在 GOITER Fo RINES OGN RE BG. FE GD RTE F. 
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— lo M aĖě 


COA ETAR. 5 FRO RK |e. | RY, EA E Lt k 
TEA E Ha E E. +1 BP ae & BP Re OS HR a E 
显然 的 . 

现在 分 析 一 下 例 5. 2 中 序列 (5. 7)， 


ti 
Pais [rer = glm Dr m | 


由 于 
fee — MON, _ 2 
(r) = m | | 了 | 
j'tz,) = (z, = Yad (0.22) 
Fre = My 4 
TH \ x | 
可 移 . 序 列 45.7)? 是 二 阶 敏 速 的 选 代 序 列 ， 
WA RR 
giz) = zla 十 ad (r “> 0) (oO. 23) 
WN fy E — AB Ho 
aor) 一 Lj U= Det | C> DG@>0) (5.23) 


则 gt) 仍然 只 有 一 个 不 动 点 1: a :四 于 


lg — 1 — Qn = Det 

| T | 

| (5. 2747. 
『 i — | 1 ua m 

ig Ci =u e mi = | ; 


le {r} = 


TR AMR VA EG CK URE a (除非 从 某 


fon FSH ge? Cr 一 rr 如果 oA L gh Cr Ay OR 
HEA. HA m= 时 . 才 得 到 以 二 阶 效 速 趋 二 ar ASE RT. 


48 函数 选 代 与 一 维 动力 系统 


对 于 例 5. 3 中 的 序列 (5. 11), 
1 有 2 一 a} 
这 里 fir)= Yeats. HHA SS 


故 


l l L (5. 25) 


| 3 2 
由 定理 5.5 A f(a) FERRI co "时 以 线性 合 速 收 侣 . 每 迭代 一 次 ， 
误差 要 减少 一 半 以 上 .ea RK ARR. 
通常 ,所 给 的 方程 并 不 一 定 是 形式 (5. 5D 
FD — r= 
的 样子 ,为 了 用 兴 代 方法 求 根 .常常 要 把 它 加 以 改写 . 假定 要 求 方 
程 


Fi Car" = 


Fix) = 0 (5. 26) 
BAS. FR PT AY LA ak SARA A Aa, F 
Flr} =a + Aa) F(x) (5. 27) 
出 fo 的 不 动 点 z* 满 足 
t, =i, bt Ale. FCs, ) (5. 28) 
EE, HE zz.) 天 0 一 定 是 65.26) 的 要 ,但 是 ,能 不 能 用 迭代 
的 方法 找到 这 个 根 呢 ? 


定理 5.6 Æ FDE! EER RAA T 是 万 程 (5. 
26) 的 根 . WR ERIE ZE H PPAR ACO ae 
NF (2z,) <0 (5. 29) 
则 对 55. 27 中 的 foc. BRR ER OP OS RU oe PR E 
FORT r. AE ENERE. MRA 


第 一 章 STRRH ABB 4S 


Alr, JE C2.) =— J (4. 30) 
FFA Pied Al ane) BBE TE i AE SEU POF r. HE ED 
是 二 阶 的 ， 
WEAR 由 55. 290 BBLS Cz. (SLAs BAAR. 
网, 存在 ©. A MIR A AE CA) CA. 由 定理 5.4 的 情形 5, 知 z. 是 了 
的 稳定 不 动 点 .再 用 定理 5.5 A i), SG fe) RE. 
2° (5. 30) ew. fo (2. =O. 又 由 ?及 和 连续 ,得 fj 连续 ,再 
用 定理 5. 5 Zad. EMs ft BP eR. 证 毕 . 
H SE BE OS. 6 BPS, ZEA A C5. 27 FRAO FPG) =0 AB r. 
时 ,为 了 收敛 得 快 ,应 当 有 (5. 30) ;XCz.)F' (Ce = — LR 
们 还 不 知道 2. , REA SF Ce. Ee 有 一 个 办 法 是 干脆 取 AC) 
= {F (2), RE F (z。) 不 为 零 , 即 z. 不 是 (5. 26) 的 重 根 , 总 
A Ata, Er 一 上 这 时 
Fiz) 


fe) 一 了 一 Rey (5.31) 
这 就 是 被 广泛 使 用 的 牛顿 法 . 通常 写成 形式 
Ft) 
Tagi z F(z.) (D. 32) 
这 里 ta PCa) s En 是 选 代 的 始点 . 车 F ESE, (D. 32) 4 Er E. 


R, MA. 
yt Fe Ae EGS Sl] — Bir EEE, MIR EZAR ACE? 
接 定 理 S MA fP GIS =. 由 于 


f C2) = 1 A ODRE) + F aAa) 5, 33) 
F 2) = FGF) + 24G@F (zy + AFG) 
ERR PCz.) 一 0, 故 为 了 六 () 一 广 人 zz) 一 0, 应 有 
Ate. 【一 - 
| (5. 34) 
2A Cx. Ft Cae) + Alr. JE CE) = 0 


一 "TEE -r F r ar L Mm = 


200 ARIEN EIR 


—————— SS ee Le ER ”EL aa 


TE 
| . 
Akr) 一 -一 站 + gla Fr) (5.35) 
这 里 “kz 待定 . 显然 (5. 35) 使 (5,34) 的 前 一 式 成 立 . hH C5. 35) 48 
ACPOF' Cr) =— Ci + ale) FOr) 
求 导 ,得 
Ah TIF Crd + 全 一 一 一 
Tacr., PRR 2, 再 用 (5. 34)? 第 一 式 条 件 ,得 
"Atay Play) = — Bala, Fi (zs) 
AG Fa) PG) 
WE) = oer Ge) 2. F (ay) }? (5. 363 
-TEH 
fay = — 1 ] E") (5. 37) 


pF ír] i 2 | DE GDF 
REFE. O AEE RAAF t 

FAIA Pr E. BY LARA E ey et E EF y. 

从 定理 5.5 3i RTT ATS ea EY. AE AE T Ah 
We OE. tE MEE i. HA Re x 和 和 根 x. 相 当 接 近 时 ,才能 保证 
Fir. 现在 进一步 癌 : 对 于 给 定 的 方程 F(z) 一 0, 能 不 能 构 追 
一 个 这 样 的 1 了 (z), 使 得 不 管 取 什 么 样 的 x, 序列 fC) A HD 
Fx) 二 0 的 根 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 

定理 5.6 BEFOEL b LEZIA, HA 

E OD] + FO) | 之 MM 《对 一 切 了 和 jab (5.38) 

aao Aled EE TERT A a, E 


PEGES T; lat tn) | < 二 (对 一 切 z E [a,b]y (5.39) 


A> 
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fF = 2+ AC) F(a) 
lgl) = 2 — ACE dF (2) 
则 对 任意 oE Lab), 4 Fea) O hh s f O Co Ce I oe A 
CARIN PC) = 0 的 根 ; 当 下 (we) <0 BP F Cr) Cg Cro DU Toro 
ERAH FG) =0 的 根 . CORRE mm 的 右边 (在 边 ) 或 左边 ( 右 
WL) BEAT PCr = 0 的 根 , 则 PCa Con n RBKN EM. 
证 明 ”由 {5. 40049 
Ft (ry Ceol) CI Cr) 
y! (= A CIP — AG) FOG) 
再 用 55. 38) BCS. 39) ,可 得 了 (2) > 0,9 Ce) 0a Fa) ,g(x} 都 是 
[ab | E KIRE ee. 根据 定理 5. 的 情形 3, 定 理 的 断言 显 
PRR Cro) > 0 AT fC) Daeg (ro <0) RE oo 右边 (在 
SDA r, fe Fir. 3=6 Hl zors kb Fry OW. fad Ce" (ag A 
PA Toh I GE RO HEE F z. A PCE we A ee A 
动 点 . 其 他 情形 类 似 可 证 ,证 毕 . 
迁 代 法 是 广泛 用 于 数值 计算 和 理论 证 明 的 - -AR Ea 
以 用 于 求 方程 组 的 根 , 求 极 大 极 小 ,计算 微分 方程 的 解 , 以 及 证 明 
某 些 数值 方程 或 沙 数 方程 解 的 存在 性 . 有 兴 直 的 恋 阁 ,可 进 -一 步 阅 
读 有 关 计 算 方 法 的 教程 中 有 关 的 部 分 


(5. 40) 


(5.41) 


$6 RB Ke STL i 


在 上 -- 节 ,一 开始 我 们 便 提 到 ,在 大 多 数 情 形 下 ,f"(x) 的 明显 
的 分 析 表 达 式 是 无 法 写 出 来 的 . 我 们 只 好 直接 对 序列 { 产 (z?} 进 行 
定性 的 分 析 . 并 且 研 究 了 POR OR PR. 证 


5 AHERE- Hoh RR 


理 5.5 还 给 出 了 粗略 的 误差 估 计 . 

BATE RIER- or ors FE BR Poo YD 5 E 
对 fC) TE a SOR aR ea AB? 

fr Cx ACRES, Ra FE fe) a A. IS Ae PG) 
aG, FS Fd = f ataa, WA P= Pieta)—a, TEA 
P(r) eo FM FP) 0. Xe Po ET ae AZ PRK 

Pz) = Fr — ajta 

得 到 S AE. 

EIE. Fei) IA PE fa A f(r} + co. AR 
重要 的 情形 ,其 a0, HIFO EE. 

定理 6.1 B f(x) 在 La,8] 上 连续 ,fi AMER AA z 一 
0=f(O}E | adb] fla Ciad] H O< [Ff CO} <1. a 

1” 对 任 给 的 er 0, MoO LEA 


PODL < CF COD] + tM je] (6.1) 
2 MRS 6> 0, (BE c= 0 Wa. A 
f(a) — FOr) < Aleit? (6. 2) 


WALER ESE MCX) MC = 1, ARK tH 
| Ptz) — Cf DYM Dz) << ENF COD [TO eiti (6.3) 
3” Ge PGA c= 0 Sh p+ 2 阶 导数 ; 且 
ferro) = 0 《1 <j Sp) (6. 4) 


| 


则 (6. 3 可 精确 化 为 |。 = FCO), = 0) 


POD = EM (a + ex] = IMOD ey + OC los) | 


(6.3) 


* OSHAR BOR Yo} Or CE A ee; BP oC erir G = [eax [Pec RR OL) i 
BARR EME FARMS PARAS n RK APH OCS RMSE. 


BR RTE Rae 33 


4° 在 2 或 3 荣 件 之 下 ,分 别 有 数 A K (Ë 
[PD — a| <0 Ky lejja t (6.6) 


— np ype | 
Pa) = ete + SOE |< Klele 6.7 


证 明 1” 由 条 件 及 定理 5.4 的 情形 1, 对 [La,pj 上 的 一 切 x， 
A lim f (2) = 0. 我 们 斯 言 , 产 (x) 在 [a,8] 上 一 致 收敛 于 等 . 

Bc. LF CO) | 过 1 对 a>0, 必 有 5 二 0 的 某 令 域 4, 使 对 一 
Hre4, 8 fea Al Fol<ecsf C0)|] 十 2) le]. ABR 
E CO) | +e<tl., Fee re AF 

F Dl S GF COD | 十 的 ”| (6. 8) 
LAA FE ALLS) AKATE. 
Ae SER ELF) ERR PS MY A Lab] EB A z 
23} RE RR in.) ,和 荣 个 eo OLE 
r, >r (j++ 00) 
rn, =+ 2% (7 *+ 09) (6.9) 
\f? Ca] >> 
但 由 于 fe) > 0, ao ER nm 有 了 Ed 于 是 有 zx 的 领域 
As BEE F GOCA ARM wen 有 六 ADTA H CB. 8) rE 
4, f(s) RATE, ATM EEK mn, 对 一 切 xz 后, 有 
Ff") | 之 8 这 与 (6. HR. 所 以 在 [a,8] 上 一 慌 地 有 (C(x) 一 0. 

因此 ,存在 三 0, 使 对 一 切 *E [e858j, 当 nn 之 N 时 ,有 了 天 (zx) 所 

A. 从 而 由 (6. 8), 得 
FD 二 
(6.10) 


这 里 ,|4i 表 4 的 直径 . 令 


™ Te HT Tr 


24 BRL TT S- AE) IK SE 


d = inf, |e © lashy}. 
ra :| 


DY e> 0, m Hh C6. 10048, we (a, ii «hah 


ry] SEO EO Jae <r | tary hye 
(BH. 11) 
结合 (6. 11) #0 (6.8) IR MWC CO) | Ho-v， Lal , 即 得 (6 1). 


2” RE c= 0 ARETE 4, 有 (6.2) 式 成 立 . 把 f(x) 写成 
fx) = eril rr) = 000.700) = 0) (6.12) 
WE C6. DAR 3E- BoA, [eb LA 
rC); < Bl2|* (6.13) 
表 用 已 获 证 的 (6. 1) ,得 
rey) | < Bl fe) |< BM Clef + eiel (8.14) 
TH PHA 


[[] (14+ reed (6.15) 


a= |] 


Elab | E--a RO— PERR I SH Mr). BRA MO) 
二 1, 这 是 由 f (2) Ce ESE (09-0 SR. 


Ax EAR LE 
u— | 
FED = er [| cd + rt) (6. 16) 
È= i) 
KR A L0 AO — nM ce (4.0), 
P| [ez (6. 17) 


RA ATTA C6. 1) 强 . 进一步 由 (6. 16) 可 得 
cd a— ] 
PED = er [h d+ rcpt) + er [| + re) 
t= 


k= Ü 


— ee [ħa + rgf ir))o 


t= Ü 


EH ATR MH 29 


— 


- — ess ee ae ee ee ee ee i ee 


a— | we 
= sM) + ex] [a + r(fita fl {fc ~ pef C) ) | 


= o'eM (2) EOL 一 I< + ref aD) 【6.18) 


现在 我 们 来 估计 (6. 18) 右 端 最 后 一 项 中 的 括 弧 内 式 子 的 LF. 5 
?足够 大 或 1z| 旺 够 小 时 ,总 有 


p= [fat rca x lrei ir) | 
<= L BL |elfje]" (6,199) 
这 里 :Li PHAM, RZ. 1306.17). 综合 56. 197 和 (6. 
i8), 4] #8 
I P(e) — or (Or) | Khe p tP g| E (6. 20) 


AN¢6. 3). Aw 2* 得 证 . 
3” WCB 18 得 , 当 足够 大 或 1z| 足 使 小 时 ,有 


f(z) = eM (2) | Ma + re) (6. 21) 
i BELA PR C6. ORTA 
r(x} = de? + OClxe|Ft') (6. 22) 
2b (6. 20) Fy 
rC f(a) = leh GMP 十 人 人 ri (6. 23) 
因而 有 
Cl + refr) = exp{licr (2M Cr) Y + Ot ee |tt} 
| (6. 24) 


将 56. ZARA C6. 21) FER AS RR BOR AI ARA BA 3. 
AA Wiz) 是 一 个 未 知 函 数 ,故我 们 希望 对 它 有 一 个 更 确 
切 的 档 计 ,而 不 以 仅仅 知道 ACO} = 1 为 满足 . 
在 2 的 条 件 下 ,用 上 6. 19), 取 n= 二 0 可 得 
11 — Mia) | = LBL |z|? (6. 253 
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由 此 可 得 (参看 (6. 20)》 
[Fir — orl < Kjel". |z tt’ (6. 26) 
IY BA C6. 6). 
在 SH AAS TAA Pe) wy RGA TE CO. 16) FICE. 24), (6. 
25) By 78 
fir) = 2 条 C1 十 rif try)) 


上 一 1) 


# 一 上 
一 ez |] exp iidr? + Ost [eat | 3} 


k= Ü 


= erapl a na + Os dal) 
= e| 十 PLT 4 once (6. 27) 
由 此 得 
—- Fy pet 
reels rp ase |< Kalol" |e]? (6. 28) 
证 毕 . 


在 定理 6. 1 的 诸 结 论 中 ,有 一 些 常数 . 这 些 常 数 是 可 以 根据 
Lab 的 太 小 和 ft2) 的 性 质 具体 地 加 以 估计 的 - 这 里 不 再 细 述 了 . 
对 于 了 《0 一 0 的 情形 ,我 们 仅 给 出 下 列 简单 的 估计 . 
定理 6.2 设 了 (Cz) 在 [0,81 上 连 缕 ,0 所 f(z) 夺 +, 且 有 唯一 不 
动 点 + 二 0,f' (0) 一 0,f(z) 可 表 为 
fla) = ar'l + r(z)) 


(a > Op > ijra) = Brd > 0) (6. 295 
则 有 L090,5] 上 的 连续 函数 MC). M(0=1, ER 
Pr) = a? 2 Mle) + RGD (6. 30) 
这 里 RG) = of EE 


nH ARAN Mie 5951 


证 明 XP ee (0,5), BR 产 5 一 致 收效 于 霉 . 不 难 验证 
PO = a Tatra | 
= a J a trea N (8. 31) 
Ae BG SF He 
TI a+ rca) (6. 82) 


t=} 


A Frog A, HE rr) + 0024 r 0) Br Cf a tm t+ ody", 
-RATE 4 k EE 
L 


hei + PEF DY 一 1 | 所 


这 里 LES rk TAHTE. 由 r> MAHAR CG. 32) 一 致 
Me oh EE A i A Mr), BR MO = 1. 对 56. 32) 的 余 项 
作 平 扩 的 估计 ,可 得 56. 30 RHP A) Bait. 证 毕 . 

至 于 17 {0)|1 二 1 的 情形 , 则 可 归结 为 了 (0) 二 1 的 情形 .这 
时 ,我 们 有 

定理 6.3 设 f 了 f(x) 在 [0,5] 上 连续 ,在 L090,58] 上 为 正 ,; 有 了 唯 -- 不 
动 点 z= 二 0, 且 了 (0)==1. 则 


(6.33) 


1” 如 果 
f(z) = r — rit 二 rr) 
(p> 0.A> 0,242 6 (hz 0) (6. 34) 
则 有 
(z) = —— = + Bz)) (6. 35) 
ae 1 + Apa i 


这 里 R) n+ oof AF ARETE, HH 0 
Fn — RM FS. ‘ 


L Seas oh or + er OIL -一 下- ie 


58 parte ft Sl - AEs) J) OS 


— 


—— EL 人 


2° WEC. 34) 中 


r(x) = Art tI — alr) 
(g 5 Qr Otto air) + 0 {rz 03> (6. 36) 
Wi} | gp it 一 


` + 
f (a) =a} l + paper + (SP inc + nape) x 


_ x , 7 -4 
Hr Mir) -4 C | F nape jz 


(6. 37> 


这 里 Mis) IEE we. M00. 6 BAF OMS minji, 
STORER ER. 
W g= p, H airn) =O! tO Cee ORT. 


F (ZX} =r 


] + napa’ + | 2 — A jemna 十 nape) 


i 


| ~- | T " F 
-+r Miz} + o| | TF nipe |z” 


(6. 38) 


这 里 5 是 小 于 min {1,— } 的 任意 正 数 . 
May ae AL eC yaaa rH 和 ,有 
fir) — rl f 十 nàpr + AEL (a -一 fx 二 nap) 7) 


Adu 十 Dr , p i gro j’ 7 
AE SELF min {2 — 1 n fE RE TEM. 


证 8 ERO) etoi, AT: RATE Se 
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g(OO=0, HXT 240.4 
giz) =( Fe? I) = Ger e+ Ge? YY 
=z 1] — àr + cn r(x? >| 
=701 — Ac + sir) 
==y(} — Apr + u(r)) 


ki 
“Te (6. 40) 


则 yz 在 [0 人 上 连续 ,在 上] 上 为 正 , 有 唯一 不 动 点 xz 一 0, 昌 对 
z0 A gir) Ar, Bi 1 +åprt ell. 由 (6. ADR rose ea 


m= = 0 (6. 41) 
再 今 
G(r) = - (2 € [8+, + cc]) (6. 42) 
of =| 
则 由 8 上 6. 40978 
G(r) = z| + aps — + of 2] 
=a + ap + of =] (5. 43) 
易 验 证 


Gtx) = z + nAp + Deel aay 


k= 


C6. 44) 


G(r) 


Hy (6. 42) 知 g(x) = fol] | ,用 (6. 44) ,得 


a—l r -I 
g(r) -| 二 十 map 十 SC): oa) | 
10 


T 
4] + nApr + z > ny) 


= ee aD | ra 
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i ` 
z > 《了 | 
-一 (6. 45) 


|| = | 
l + nåpz 1+ addr + x > (ayn) | 


a— |] 
OB 21 (nz) = Qa (gad) -o(p Cx)). 于 是 由 (6. 40) 得 


) = x? x? > (和 t 
Pe | T nipo | + nabs? + at> n,a") 
2") , 
= 7 ]]— OO O PUD (6. A6) 
YY 十 Ape 1 nabs? + 2? > (2527) 
由 于 当 oO 时 ,有 rioa- 一 十 co 时 ,有 
LSC,s) -0 (6. 47) 
aL 
于 是 PHE. 
2° 当 g>y 时 , 按 (6. 40) SH CA Gp DD 
pir) = PRP EL 4292 十 Od¢r? t+} 6, 48) 


iw He = min { — 1,1|> Q. 
veer 44) 中 之 和 号 ， 


O GADOS 1 | 
rest 5 D 25 Ba) Cts) + o| > Ge 


t= Ù 


i= ] 


Pits (I)v] z 


上 一 上 


(6. 49) 


外 已 证 之 1 中 的 46. 44) 5] WI 
(rc) Cz nh + a (2)? (6. 50) 
l y =+ co 时 ,mrz) 一 致 趋 于 i 
a oo 时 ,oatz) 一 致 趋 于 1 
cel : 


a=] 


Wires 5 = OUnls 十 ap) ) (6.51) 
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再 把 56. 51), (6. 497 用 于 56. 44) 得 
G(r) =z + aAp + Oner + nåp)) 
=r + åp + lr) | (6. 52) 
RA 


1 -pie di |= ia 1 aria 
Gir) : zt) |] lr Bz) zt tap 
=f tS eee < Lin@ + hap) 
Ca + tap} Cr + kAp + BG) | ™ Ce + Ap)? 


(6. 53) 
RE LORRA. 
H (6. 53) ny 7B 
< 一 x T(E — kjip 一 Alo) hdi 
Lao = | stmt Sf Cx + tap) lr + bap t+ Btr)) 
= le TEP E Mx) + nle) (6. 54) 
AD T 
这 里 M, (z) 是 [好 二 ce) 上 的 过 续 函 数 ， 当 xz 一 十 ceo 时， M, (z) 一 0. 而 
(Ale) — i — apd p 
r(z) > | inp) (2 + bap + By OY nap) 
(6. 55) 


这 里 = 是 任 一 个 小 于 1 的 正 数 . 
类 仆 的 方法 可 得 


I 是 一 上 


o| 2 ae] — 
HCE. 66), (6. 55), 06. 54) BCG. 49) 


Mcr) + OC(r + wadp)") (6. 56) 


中 一 了 上 I 
0 gg) = MP m+ MO) + OC + ma) 


(6. 57) 
2 u 
这 里 Ma =A REED y, (2) 十 Mi(z) ,MM (a) ESE, 4 x 一 十 co 时 
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M(x) +0, MR 6 ADF e AE IER. 再 把 (6. 57) 代 入 (6. 44) , 作 


四 
+ Het Me T lati + nage + Mir) +9 £ Fap) | | 


Tp ie + REED Ca a L Tja o| (ae) }: (6. 98) 


再 应 用 六 和) 一 【mr (2"))? BD 78 Brak HE ay (6. 37). 
E g=o9, Ws ale) =OC2' tO BR, ECB. 40) 中 v(xz) 之 展开 式 
为 


t+ +, 


w(x) = PrE UEL pA) + OD + 0) (6.59) 


FA SLAP Ag AP . a FRC. 38). 
HE <a<p, M4 a(r} = 0Cr! t"), TE C6. 40) A v(x) ZRF 
式 为 | | 
v(t) 一 -Apz! + pep E L aaga +0G***) = (6. 60) 


PFN 

在 进一步 估计 (6. 44) 中 之 和 号 Seos 5 时 ,必须 处 
理 对 应 于 (5. 69) 中 一 Ap 这 一 项 的 和 : 
eey? (6.61 


上 一 心 


注意 到 这 时 有 Ca) =a 十 bap 十 Of Cw + bap), BOAT AI 
ay t= | i (+a tat | C [KED E e Ha Fae 


这 里 rr = min 


(6. 62) | 
来 估计 它 . 其 结果 为 
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申 一 下 
Dy (Gad) P= PC + wip) 2 Tt Make) + OF (e+ bap)? ) 


k= j 


(6, 63) 
把 (6.63),(6,54) 等 代入 (6. 44) ,变换 后 可 得 (66. 39). 证 毕 . 
EPR Meth AFF RE BERR 
T. 
推论 6.4 oE EER POERA rm0 
Cab) flab l]a, b], f (O=—1. H FORNE 
| flz) =— z + s|’ + rir) 


p> 0,2 >04 r o in 


(6. 64} 
则 有 
pay = “BR” _ 4 a) (6. 65) 
YI + napiz]? 
这 里 R) rw 一 十 ce 时 关于 一 致 地 赵 于 零 ,z 一 0 时 关于 * 一 至 
HATE. 
证 明 令 


Fa) = f'a) =2— 2is|r|? + ri) G@> 0) (6. 66) 
则 对 FCz) 订 用 定理 6.3 的 二 ,得 ( 当 z>0) 


a(g) = P) = — (l + &, 5. 67 
me ee Vt aiplal (7)) d É 
注意 到 f(x} 可 本 成 形式 
fq = ”一 (6. 68) 
1 + Apizi? +r) 


xE or (cs) EEE RR ,满足 
一 0 (34 z—> 0) (6. 69) 
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把 C6.67) 中 的 x 摘 成 (6. 68) 中 的 jz) ,整理 之 , 即 得 (6. 65) 之 形式 
V+ Ca + Dila 
MeO, RF (= —f?(—-2) MF, 用 定理 6.3 之 1, 类 似 
可 证 .证 毕 . 
关于 f' 0)= 一 1 时 ,更 细致 的 情形 ,就 不 再 讨论 了 . 
EPG) too, rw = [at ， 则 P@ = 


ftirzry — 1 + Bair]? C6. 703 


了 [人 | GO. 这 样 ,就 可 以 利用 前 面 的 结果 对 ETT 


推论 6.5 7 fied FE[e, +o) EER. Fo), H 
fe) = Ar + Bir} 


(A> L, | BCD | = Mrt, e > 0) (6.71) 
则 
fz) = AMO + Bz)) (6. 72) 
这 里 ME, te oot M(x) 1, jij | RG) | KA 2. 
证 明 Sra) fat] 一 | 和 二 直到 | ,这 里 :在 


(0,a JPEE. F(z) 可 写成 


Fiz) = Fal + rez), |r) = -| (6.73) 


于 是 ,由 18(z) | 过 Mz:-' 得 
DILL lz|| >] T a ir (6.74) 
因此 F(z) 满足 定理 6. 1 之 2" 中 的 条 件 , 故 得 


F(x) 一 Mad + ÄGD), 
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(|A.(2) < EA) (6.75) 
FRE 站 (x) = | ml | E 1$ (6. 72). 证 毕 . 
推论 6.6 RIOED, +00) EES S> H 
fkr) = Art] 4+ rir)) 
(4> O,p> 1, |r| < Bx *,d > 0) (6. 76) 
Wy Le, 二) 上 的 连续 函数 M(z) „Mcr z+ ooh EF 1, 使 得 
FP) SAG (Miz) H RED 


CR) = Op > FC) (6. 77) 


证 明 令 PKz) = |si) Oro 满足 定理 6.2 的 条 件 ， 


可 按 (6. 30) 估计 PO). Pe) 一 (r| 过 | | 的 关系 得 到 (6 


TT). 
不 用 定理 6. 2, 也 可 仿 定 理 6.2 直接 证 明之 . 证 毕 . 
定理 67 REIED, 00) FASE O>, H 

fq) = r Ar t + rir) (A> Op > D) 
riz) 


i -一 oo) (6. 78) 
mu 
f'(z) = (r + nia + Re) (6. 79) 
net oo Bp, =E 关于 «SEES, 


M4 rt co BE, BS EF a 一致 趋 于 堆 
证 明 $ 
glr) = (fer JY = (1 + ae + er frlet YY 
=x€1 + Apr! + Rr) 
=g + åp + Riz) (6. 80) 


EE ARMS Rah Re 


giz) =x + nap + > gp Rg CE) 

rfi) = Cg arny = (2? + nAp 十 Ray)? 

对 定理 6.7 中 的 "(zr) 的 阶 作 各 种 假设 ,可 以 得 到 种 种 更 细致 
AY Ait. 读者 如 有 兴趣 不 妨 做 做 ， 


附 系 
关于 选 代 根 与 嵌入 济 等 问题 的 进一步 的 结果 及 文献 


对 于 函数 迁 代 的 研究 ,比较 容易 看 到 的 较 早 的 资料 ,是 E 
Schroder (Bf A #7 te Sa MIE 1871 FARRAR EK 
o, 事实 上 ,更 早 一 些 ,N.H.Abel( 阿 贝尔 ) 也 研究 过 这 类 问题 "2， 
另外 据 [C3] 所 述 , 这 一 课题 还 可 以 追 洲 到 C. Babbage. 
ECL F Schroder 系统 地 考察 了 这 几 个 问题 : 
O dE HAREA 产 (z) 的 较 明 显 的 分 析 表 这 式 ? 
Gi) RFE 
lz) = f(z) . © ad) 
的 解 ptz) 在 什么 条 件 下 存在 ?如何 去 找 plz)? UF KG BMH S 
by n Whe RAR. | 
《iii】》 怎样 把 迭代 指数 推广 到 一 般 实数 ? 
在 同一 篇 文章 里 ,Schroder 还 提出 了 解决 这 几 个 问题 的 基本 
杷 法 , 即 通过 所 谓 Schroder 方程 
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ACfC2)) = chle) (2) 
来 研究 fz) 的 迭代 , 迁 代 根 及 嵌入 流 后 题 .关于 方 礁 (2) 的 具体 作 
用 ,本 书 第 四 革 作 了 介绍 . 

应 用 方 各 (2) 研究 了 的 迭代 ,需要 了 有 一 个 不 动 点 . 对 于 没有 

Rae mS HK, MW Ta Abel 方程 
ACftz)) = Ata) + 1 (3) 
来 研究 . 因 当 AE PC) =A Aan). 

RH A RB f Cr) RB (2) AEE G. Konigs. 他 在 
CPOE T SS RAM OA E ee 4S ge E. J 
Æ U. T. Boedewadt 通过 方程 (37, 研 究 了 (17 的 多 次 可 微 解 的 存在 
EO. GOP ERE (ORAXTHFR AL, PRR, WAKA 
不 动 点 . ERA RA ECS PEW FEO MW COmre too) (1) 
AO 的 解 .但 对 形 如 
PP 十 (4) 
的 函数 方程 , 却 不 能 肯定 其 解析 解 的 在 在 . 这 个 问题 被 H. Kneser 
在 1950 年 发 表 的 文章 [6] 解 决 了 .在 [6] 中 对 方程 (2) 的 可 微 解 作 
了 进一步 的 研究 .本 书 第 四 节 中 所 介绍 的 构造 (2) 的 解 的 方法 , 基 
本 思路 和 [6 是 一 致 的 ， 

关于 方程 《1)? 的 高 维 推 广 ,S. Sternberg 在 一 系列 的 文章 57]、 
C0.C9] 中 ,对 了 (x) 定义 于 牟 立 不 动 点 分 域 的 情形 做 了 较 全 面 的 
研究 .这 里 xz 饭 术 而 了 是 忆 中 某 开 域 上 的 自 上 映射 .另外 ,微分 动力 
系统 理论 中 很 有 用 的 Hartman REE BTU SR AE DEL 
穷 维 室 间 的 推广 (参看 [1 呆 ), 至 于 不 动 点 组 成 多 维 子 流 形 的 情形 ， 
也 有 人 研究 ,如 赵 立 人 [117. 

不 恨 赖 于 方程 (2) 或 (3), 或 不 完全 依赖 于 C2) 或 (3), 也 可 以 研 
Rk A RAM. SE 1924 年 ,G. Hardy 在 []2] 中 就 提 
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出 过 直接 梅 造 严 格 递增 连续 函数 的 迭代 根 的 方法 ,这 就 是 本 书 第 
二 节 定 理 2,3 所 述 的 方法 . 对 于 韭 单调 连续 函数 的 迭代 根 的 存在 
性 的 研究 ;上 长 期 以 来 没有 进展 . 直到 1983 SLR ES RECS 
中 才 获 得 了 一 般 性 的 结果 ;对 于 J(z) 是 区 间 上 逐 段 严格 单调 而 且 
连续 的 情形 ,513] 中 给 出 了 方程 (1) 对 所 有 自然 数 n>1 HEE 
的 充 要 条 件 . 且 对 不 满足 此 矢 件 的 了 ,给 出 了 当 且 仅 当 为 奇数 
时 ,方程 (1) 有 连续 解 的 充 要 条 件 . REA HHS HEB 
格 单 油 的 连续 函数 了 ,(1) 至 多 对 有 限 个 有 连续 解 . 至 于 了 是 一 般 
BRC TER EA RRR PERE 
间 上 连续 且 在 两 个 仅 有 的 不 动 点 处 可 微 的 情况 ,其 在 不 动 点 处 可 
微 的 选 代 根 一 般 不 存在 ( 见 张 伟 年 CI). 

六 一 方面 ; 典 入 流 的 司 题 ,一 直 引 起 人 人 们 等 续 不 断 的 兴趣 .M. 
K. Fort 指出 ,这 是 一 个 颇 为 困难 的 问题 [153. 车 不 考虑 嵌入 流 的 
叭 一 性 问题 , 则 区 间 上 连续 严格 单调 沙 数 典 入 连续 流 的 问题 可 以 
认为 早已 解决 . 本 书 第 三 艺 的 推论 3.5, 实 际 上 Boedwadt 在 1944 
年 发 表 的 文章 [5] 中 已 经 知道 了 .但 当 涉 及 唯一 性 时 ,问题 变 得 末 
难 而 且 不 确定 了 .近年 来 ,LamPing_Fun 在 这 个 方向 发 表 了 一 系列 
的 文章 ,例如 [163、fl7]、[C18] ,该 些 文 章 中 还 附 肌 一些 有 关 广 
Tak ， 

本 书 第 四 节 仅 介绍 了 不 动 点 导数 模 大 于 零 而 小 于 1 的 了 (x) 
嵌入 流 的 唯一 性 的 初步 结果 , 张 景 中 , 杨 路 在 [19) 中 对 嵌入 流 之 只 
一 性 问题 给 以 新 的 .确定 的 提 法 ,在 这 种 确定 的 问题 提 法 之 下 ,对 
于 十 分 广泛 的 情形 (包括 不 动 点 导数 为 土 ] 及 0 的 情形 ) 获 得 了 有 
关 迁 代 根 、 内 入流、 过 交换 族 等 方面 的 唯一 性 准则 . 这 个 方法 在 
C20 中 被 推广 到 了 高 维 ,但 党 未 对 具体 情形 下 的 运用 作 进一步 的 
工作 , 武 河 等 在 C21] 中 引入 了 多 参数 流 的 概念 ,对 C2 中 中 的 结果 作 
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了 推广 . 球面 上 及 平面 上 自 同 胚 可 巩 入 连续 流 的 条 件 , 麦 结 华 的 广 
章 f223 中 获得 了 相当 细致 的 结果 ， 

Ki PR eR A AR AA? 这 个 问题 显然 比 同 
肥 最 入 流 的 问题 复杂 , 杨 路 . 张 景 中 在 [23] 中 彻底 解 次 了 这 一 问 
ASEPSA RRI AEAT: 

O Sf FUR; 

(i) SaD =f o E nya, He fS S a) B 
MoS TRA ERF AAE HERONS. 如 果 把 半 流 的 
RRARMBSRKERLDVERZRD, FMA, WEA MH 
RAR RKE EE RH TRARSRAREREA LAY 
BIKE PED 4G BY. 

关于 迁 代 根 及 其 有 藉 的 函数 方程 的 研究 ,有 兴趣 的 该 者 还 可 
参看 M. Kuczma 等 T25]、[26]、C27]、 [28],R. Isaacs(292,A. Smaj- 
dor (30),B. A. Reznitk [31), J. Hadamard [32], M. C. Zdun 0337) ,M. 
Roznowski (34) Bar A C35). me EB C36) Ke 4 37).088),0 
国 C138] 等 . KH 439145 SSE), MRT AL G RK 
入 流 与 迭代 根 问 题 .在 文集 [41] 中 ,有 关于 迁 代 民有 关 方 程 的 20 
多 篇 文献 . 

平面 上 的 自 遇 射 的 迭代 问题 与 茶 些 有 趣 的 几何 问题 有 关 , 如 
C42]. 


7d 函数 千代 与 一 维 动力 系统 


xe 


Fat 1 + 22, 
G) Hato, 有 没有 极限 ? 能 否 求 出 其 极限 ? 
Gi) QE kite Pe fon GUERRA. 

12 @4ea,b,c,4 RK adl. AT ABH FT HERS 
实 的 线性 分 式 画 数 8(z)， 使 


ax 一 h 
cr + d 


g(g(2)) = 


i, 3 — HRF. PCR TRARY. Fadi 
于 , 蕊 组 了 个 猴 于 . PuTTY RT HS MAD. 
制 两 个 , 它 吃 了 这 两 个 , 拿 一 份 走 了 . 世 组 一 个 猴子 来 了 , 则 把 
PT HP RTP o la a a A Tat. FPA TH 
11 个 猴 于 都 来 过 之 后 ,桃子 至 少 还 有 多 少 ? Rah FY? 


Ld RFF BG RN RIK A, 


之 


(ii) gir} 一 


t 


2-—- f 


= x 
(i f= E 32 gi! 


dz 


(iii > plaz) = OG Ipi 


2.5 ise Fe ae Aa), RH 


* RSW bh Toe MTS x Se. 


i) 


a 
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Al =| = | — hiz) 
z ' 


.6 REE SORRFLOII LOCOS, BAF 


FG = 2 
对 存在 连续 而 且 严 格 递增 的 函数 h(x) ,满足 
hFE) = TE — Ale) 


.7 BIRC JER gk BM. FCO) SL FC) =; 


Rit ALO, 1] 上 的 连续 函数 gz), HE. 
gtgtg tr) )) = fir) 


8 ELRES ETET TETTEY He BX. 


pl plr] =— xr (- eter AH oo) 


.9 求证 ;函数 方程 


gis) = rt — 1 eco e+ oo) 
不 存在 连续 的 解 ， 


-10 Hh FR I He uh A EO oh Se, FO XO fo AH 


[a,b]. 试 构造 一 列 连续 函数 万, 为，… Saye RMR 
OO O ARED = FO FG) = Fes (2), (2 2). 
GD Afe,b|b-RMmA | 
lim f ir) = z 


a boo 


HU — PRE dof Hl A Fo) en Frz) 区 入 连续 流 . 


.11 Rig :¥% F(z) 可 家 入 [a,58] 上 的 连续 流 , 则 Cz) 在 [u,b' 上 连 


BE dy A e R. 


.12 Rie HP) RAL OIL HERE A, Ml Pr) Aledo] 


if aE Jy ELIE ak. 


13 EF) &[a.b] bik tw A OM PQ) bP) <n. 斌 


H Fs HEE Hf Be Om 1, Goh] Oo E Be g(r) M 


f‘2 mR RS aa RS 


x 
gatie) = FG) 

8.14 BFPO Ale, SILER ROP RSER ADA RN PE 
iid. Bee FOR DI ACA Ndr SA rel. 求证 : 
Fan RA ABA PSF eee EE fl). 

4.15 f(A c= 0 都 域 连 续 . 了 (0 一 0 0<|f 91i< E 

bE: URS ie oy Be y 
下 (一 CR (c=f' (02) 
有 在 x 二 0 ATM BA xc —0 RBI HM kz) 的 充 要 
BHA THAR RA 


Jo +a Cw = 2 1) 


在 z 一 0 kR. 
4. 16 40K hy A I. 


©,(2,4) = me (O<y Sir 4,f 404.15 MAR) 


关于 zy 一 致 地 收 敲 于 严格 单调 而 数 人 D(z,8) RE FG RA 
[0.,6] 上 前 半 流 Pe), CPM) | :0 存在 ， 
AL? Kite PRATT MMAR AH: 
(i) ACSC) = AG) Ce > 0); 


A(T) 
1 + bhir) 


ADP 下 C0) 一 0， GPPrO$1l WG) PISA so 
=0. 对 了 可 加 上 足够 温 的 可 徽 来 件 . Sea FE A a. 

D. 18 +4 fer) Kab |b Ayit EH. eM — rE [a,b |e 
te 


(iiy ALF) = 


lim f*(x> 


间 -和 十 mm 


5. 19 


Oo. 24 
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看 在 , 则 满足 PR) 2 i c= ay ERA fm) = 20. REI 


FLA n PADS (reeked) | Ch 0,1,2.0* te 1 A 
= Aj) 在 线段 AAL LM Al, te JAA |=] AP AR | ;这 里 0 
ci AKA TM. Aap eta} C= 0,1, 2,08 — 
1.2, A= AQ). PARA BRR AA LR AT, RK | 
ALA |= 5) Able |, BR LAE) CeO, em, AT = A). 
Kok, Bmw + OO , Me LAP AR TAR AR ee AR Pe 
重心 A, 

设 F(z.) HOU ik E lie Re. 若 对 任意 多 项 式 了 [zw 构造 
HE pz 一 PTFfzl Paz)) 均 能 合同 (zz 在 了 的 草根 2 加 OE 
Sp} AER UK oe Foxy Rik plz) BE OF AA arid. 


AAS HH BE BEAR HL Se ik. 
Sit H & HAF ARREARS EER M2) 
i — — 
Yer = Ye 一 一 Ce = O,1,2,°**) 
eu, 十 y 
H r0, fiir) =z, filr) =r y fi a2 Aare 


值 时 ,f(r) 当 n+ com} AE AR. 
Siz: 
]” #AER ob >, ¥ rE (0,5 Jet A 


<< sing << ao 
w + ax? w + be 


2* ha FF oe Be 
Spe]? Of) = sinx) 
m= | 
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+ BP. rE p€ (0,00) 

5.25 # f(A c-O SRA AR RRP OHRCIS 
1S COd ] <1 PP Cry 进行 渐 近 估计 . 

5.26 4g f(z) =H Binet =, (10). RA PER Feit. 

5.27 Al A a aa IT ALG. 77) 及 习题 4.17 研究 下 列 问 题 ;三 个 
多 项 式 于 (xz) ,ytrI),h(I), 其 最 高 次 项 条 数 均 汰 l 
Flee Sgt f(z) .olhC hig). 有 是否 一 定 有 aS 
hifiri)? 
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第 二 章 ”周期 轨 与 沙 可 夫 斯 基 和 定理 


在 一 个 变化 发 展 的 系 统 中 , 行 系统 的 某 种 状态 会 一 再 章 现 . 则 
这 种 状态 可 称 为 系统 的 周期 状态 . 在 宇宙 和 上 自然 界 中 ,具有 周期 状 
态 的 系统 大 量 存 在 . FA EAT, EPR. ER 
W. PMR SSR oR F. ARE FA. BRE 
世界 中 周期 现象 的 数学 模型 之 一 它 受 到 数学 家 和 其 他 领域 的 科 
学 家 的 重视 ,是 理所当然 的 . 

由 于 线段 的 拓扑 特点 ,使 线段 日 映射 的 周期 轨 的 性 质 与 一 般 
流 形 上 日 映射 的 周期 轨 相 比 具 有 明显 的 特殊 性 - 这 特色 集中 地 表 
班 和 在 钞 可 天 期 基 定 理 及 有 关 的 定理 上 ,成 为 晤 数 迁 代 的 现代 研究 
中 最 具 吸 引力 的 一 个 部 分 - 本 章 将 以 尽 可 能 浅 近 的 方式 ,介绍 这 些 
引人入胜 的 事实 ， | 


$7 周期 点 


设 了 :4 一 虹 是 集合 到 上 月 身 的 映射 , 对 任 一 个 zEM, AEH 


OF Ged = fry f(r), F202) yf), } G.D . 


这 个 序列 有 什么 性 质 , 是 研究 迭代 过 程 时 所 关心 的 主要 问题 之 一 . 
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ER AAT E, RIII M 为 区 间 的 情形 ,研究 了 57 DETA 
穷 或 无 穷 的 极 瑟 的 情况 . 现在 我 们 转 而 研究 另 一 种 特殊 情况 :(7. 
1) 具 有 周期 性 的 情 沈 . 这 种 情况 包含 有 丰富 的 内 容 , 极 其 有 趣 , 引 
AARE. 

如 果 对 某 个 所 时 ,有 

f(a) = 2 EXI- H] lk <i n fiir) + xp) (7.2) 
我 们 称 ze dE Fee n A. oe HE Ff OPER POA AT n- 
当 z 是 了 上 的 一 周期 点 时 ,(7. 1) 中 显然 只 有 1 PAA: 
{ 产 (zz 一 0 2 这 时 说 (7 1) 是 了 的 周期 胃 . 显然 ;大工 
E f KRIA. MIEREA m 也 是 产 上 的 周期 点 . 

当 p=] 时 ,ma- 间 期 点 就 是 不 动 点 .对 于 定 必 于 区 间 上 的 实 项 
数 来 说 ,函数 图 像 和 直线 y= 二 z GZS A A A a ed. 如 果 
(zyzz} 是 2- 周 期 轨 , 则 关于 直线 ys PRR Gr te). Cra) 
都 在 函数 的 图 象 上 . 但 当 8 时 ,周期 点 就 不 容易 从 几何 图 旬 
上 看 出 来 了 .图 7.1 画 出 了 汗 六 于 [0,1j 上 的 一 个 连续 隔 数 pir) 
KAR 它 有 不 动 点 m, 有 2- 周 期 轨 {nm yz) ,还 有 SLO. 


EY pO = SpE) = 1 UL) = 0. 此 外 , 它 还 有 没有 别 的 半 


HAE? 例如 :有 没有 7 一 周期 较 ? 1986- 周 期 加 ? 这 就 不 容易 看 出 
来 了 .下 面 我 们 将 要 指出 ;对 任意 下 整数 #, 图 7. 1 所 示 的 ela 
-周期 轨 . 这 是 一 个 多 少 有 点 使 . 
人 惊奇 的 结论 . 

在 证 明 这 个 有 趣 的 结论 之 
前 , 先 来 看 几 杂 平凡 的 命题 ， 

定理 7. 1 $r to ME 

f' (xp) = to (7.3) FE 7. 1 
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则 ro Æ f AHS met E o A S ER FAH, RUA ele. 
这 里 ,tin HENE k RE ERR n. 
证 明 rE or BRUMES, OK kiin. 设 n= kg 
+r AE g EERE Ork, h fro) S20, HE Sro = 2, A 
而 
Pied = HOF) = HG) (7. 4) 
m7. DRT 4908 FD =z. BAB EY AW rc. we. 
定理 ?7.2 Wot fA ep RA. EBM Sep BR, CBD 和 
? OCS 29 Cp.) = 1). p= ft. Al z hE BY pe as. 
证 明 显然 有 Pod =f, =o Boe PHAR. ae 
H 7. 1,45 zo JE PH a A.W ale. A 
f" iro) = Pts) = z (7.5) 
由 定理 7.1 及 (7?.5) 可 知 ping A, pl, i pla. FRR A p=n. 
证 毕 . 
定理 7.3 Bote fA eRe ft. Gap =d, Wl oo te op 
BY 各 -半期 点 ,这 里 m=~., 
证 明 H p=dp edn Na Fa BR. 显然 有 


gi (ro) = fiizi) = FF Cry} = ay (7.6) 
故 知 zo 为 q 的 mw BHA. AA mip. RA 
F Cra) = P(r} = žo (7.7) 


由 定理 7.1 MA ple, BD dp [dg A pimp os Soo BR 
pim i m= p= 2. EME 

Rik Gok f hw gon 双 是 了 的 忻 么 样 周期 点 
We? 

定理 ?7.4 ir 既是 产 的 mm 周期 点 ,又 是 了 的 二 周期 点 ,如 
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ACn, =d, i n== dm. 
证明 因 z。 是 户 的 m- 同 期 点 , 令 p=f*, 则 
fT) = xo) = to (7.8) 

但 xo FEF OY n RA WERE 7. 1 可 知 | mg. 设 4 一 md,g 一 gd， 
Mij Cm g d= l. 出 and mgd AX ty | mig- {a ty All g AR t im. 
«RWWA 

pay) = PMi Cra) = f(y) = FO" Cra) = Fo (7.9) 
LEF E ph m— BAA AK mla. FE man HL nend, BE 
n= dm. 证 毕 . 

证 理 7.4 的 一 些 简 单 推 论 , 对 我 们 研究 于 期 点 的 出 现 规律 是 
.很 有 用 的 ， | 

推论 7.1 Bo es Wm AHA. HLE SA eA. i 
果 in, Ri x= 2m; AE m AR OR A n= 2m. 

推论 7.2 Aa Bs Hh 2A. BRE SA A 
0, H| a= 2*-'. 

上 面 的 讨论 ,不 涉及 实数 及 连续 性 . HT BPA RAB 
RUE EMER MEM 中 取 值 的 函数 . 为 了 
损 述 起 来 简 司 ,引入 一 个 记号 ;如 果 4, A 出 FP PA I. 

Lminf (z) „mang (z) | D A (7.10) 


”时 , 便 记 作 4S 4, OU i a, 在 了 之 下 覆盖 了 42”. E ad WHE A, 
(DO 或 Cd 在 不 至 于 混淆 时 ,也 可 以 省 去 记号 了 而 记 作 As 
5%, 
下 面 的 蕊 条 引 理 也 是 平 岂 的 :在 引 理 7.1 至 7.4 中 , 均 设 了 是 
定义 于 线段 CRESI 可 以 是 开 区 则 、 闭 区 间 、 半 开 半 闭 
的 或 无 穷 的 . 
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引 理 7. | 设 [a;8] 忆 7, [4,6], WA rye a,b], fe f Ezg) = 


证 明 led JDW, A n Elab] E lad], E FK 
is f(x.) be, A Fa FE n a BRT SALA. Ba 90 AE 
理 ， 有 ry [21322 {E f Cro) — r= 0. 证 毕 . 

XH Ory RRL zy 为 端点 的 闭 区 间 . 

引 理 7.2 Reb] [dB I MF A, Cab] e] UH 
AR a)-4C (a,b |, tE 74 一 [ez 县 4 的 任 一 个 真子 区 各 无 此 性 
i. \ 

VERS = {zjrEfa,b],f(tr)=d} ,VV={z|r€E [ab], fi) = 
ep ÆU PREA u, F 中 了 一 扣 vo, AG uv. > 

l U =U Nie, b] i= Fr 0) [eye] 
Rw At, PRA. Mie u" [AAR A. {理由 请 读者 村 
足 . ?证 毕 ， 
3| 理 7.3 若 有 7 的 一 串 团 子 区 间 收 ,4 A) A 
Ay > Ay ™ dg Sees A, Ag (7.11) 
MA zE 40, fF f(z) =a, HI E=— 01,2: ,48 一 1 ,有 fry) € As. 

证 明 根据 引 理 7.2 和 4 和, 可 知 有 4 :的 闭 子 区 间 
4 使 了 (4 一, 然后 由 4 -4 和 :又 有 4-: 的 团子 区 
[B] A E f(A = 4A). FIRE. Be le ae C4,Ce=— 0, 
1,2,0:° a — LHF 

FCA) =A OC Aa, Ch = D, l,e — 2) 
| FCA 一 由 二 用 (7.19) 
由 此 可 见 PODA s EB 7.1. 20 C Ad Cdo fE f° (zo) =t 
UHG. 11) 8) Sh. f' (ro) E AY CA, F012, n 1) 
现在 . RATT AT LAB ll —- EAE La RT : 


S0 ea RE Th Aj — AE a 0 


定理 7.5 设 f(z) 是 线段 IT 上 的 连续 自 上 映射 .车 f 有 3- 周 期 
加; 则 对 一 切 正 整数 a,f 有 #- 周 期 点 . 

证 明 roca <a, 是 了 的 一 个 3 周期 轨 , 则 fda 或 
fz) 二 zz 上 必 有 一 成 立 . 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 fn) = 20, WA F 
(xo) = Ts f Cr) =z. 1 Mo = [aoz A= ESEA 

T AA (7. 13) 

在 引 理 7.3 HH 

Aj =A, = ese = AL = Ay 
| A, | =A (7.14) 
DU Se fF C7. 11 Be. AAR zd € 40. RA ft ad Dad. Bo 
Jit E Aak = 0,1,2,---,2 — 2) 
| f(a) € A; (7.15) 
RTE Bert fate fF Cd ) 两 两 不 同 . BRR ed 的 周期 小 
Fa, Bp feo Cag E zd FG POs ) 中 之 一 ,因而 
fad) E Ag (7. 16) 
FC 7. 15) C7. 16) BY RD, fe iat € Ao S= {01}. Be 
rë = firi) = FOP Gt) = fle) =a & Ay 
此 与 47. 159 zi € Ay FB. TE. 

由 此 定理 可 知 , 图 7. 1 asad BR pz 有 周期 为 任意 正 整数 
的 周期 点 . 

我 们 还 可 以 把 定理 ?7.5 推广 为 : 

定理 ?7.6 EJ EREI [HES RR. ASK 本 和 
中 无 公共 内 点 , 且 有 

T ASi (7.17) 
则 对 任意 的 正 整 数 sa, 了 有 -周期 点 ， 
证 明 只 要 证 明了 有 3- 半期 点 就 驶 了 .在 引 理 7.3 中 取 a= 


SoM MRSA REM 8! 


8, 由 一 由 一 而， AKA WA me A= A, 
f Cao} = te 
坷 zo 不 是 了 的 不 动 点 , 则 必 为 AR. Ro E S ABR. Ue 
为 Ay 5 Abe 的 会 共 点 ， 不 妨 设 A; = [a,zo] s Aa = [tob], 由 《7. 17) 
HA, 有 两 点 gp ff fOD =a, fo) =), fil 
[a3 2 [Sade (7. 18) 
是 Lays] 与 [zxes5 jj 元 公共 点 . 对 (C7, 18) 用 引 理 7?. 3,48 ot E [aso | 使 
六 [一 好 显然 不 是 不 动 点 ,证 毕 . 
者 了 有 4 一 周期 点 ,就 得 不 到 那么 丰 窗 的 结论 了 . 只 有 
定理 7?.7 SBR] CHES ORR. 如 果 了 有 4- 周 期 
点 ,由 了 必 有 2 一 周期 点 . 
WEAR GE arcra 是 了 的 4 周期 点 . 刚 fx 和 ftx;) 中 
至 少 有 一 个 是 T) 或 t4. cA UPE TET 就 是 f 的 2- 周期 点 了 ， Ay 
性 , 设 FG ,fxs) 中 有 一 个 为 x4. 分 两 种 情形 : 
C) fG2 =a ER FG.) 2s R xr FH Pda 则 (x) 一 
WA . 
C [21,22 | [x , xs | (7.19) 
车 Jad =z 0 fD 二 23 4 了 (C13) 二 wy, 于 是 也 得 (7. 19). A 
理 7.6, 对 一 切 正 整数 x,f 有 -周期 点 ,自然 也 就 有 2- 周 期 点 . 
GDE f(xa) 二 ;也 有 两 种 可 能 ， z 
fx fnd =z, M] fr 二 z= 二 zx, 得 
[wi ss | ra €7. 20) 
F(x )=2,, W $y) =22,f d=, SCT. 20). 用 引 理 T. 
3 AYR. Ao" Einon] tE Fe" bee" H Fa Las ea |. BY Ww” 
Je f  2— AS. 证 毕 . 
ER 7.7 也 可 以 推广 到 更 为 一 般 的 形式 : 


§2 MMe RS — ea Be 


定理 7.8 设 f 了 是 线段 1 上 的 连续 自 映射 .车 对 某 正 整 数 o,f 
有 2"- 局 期 点 , 则 了 必 有 '2-!- 周 期 点 . 

证 明 x==1, 定 理 是 说 ;车 f 有 2- 局 期 点 , 则 必 有 不 动 点 ,这 是 
显然 的 .* 一 2 时 , 即 定 理 7,7 | 

设 n> 2,878 p= ft (x). 设 加 是 了 的 一 个 ORS. 
定理 7. 3,00 是 ptz) 的 4- 周期 点 ,上 青 由 定理 7.7,gqptz) 有 2- 局 期 点 
+r*. 由 定理 7. 4 的 推论 7.2 可知 ,zx* 是 了 的 2-!- 周 期 点 .证 毕 . 

由 此 显然 可 知 , 若 f 了 有 2- 局 期 点 , 则 对 一 切 0 所 1<s,f 必 有 2 
一 周期 点 . 
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上 一 节 所 证 明 的 定理 7. 5, 告 诉 我 们 一 个 有 趣 的 事实 :线段 ! 
上 的 连续 自 映射 f, 如 果 有 3- 周期 点 , 则 它 有 一 切 的 -#- 局 期 点 . 这 
个 定理 1975 年 在 (美国 数学 月 刊 ) 发 表 时 ,引起 了 很 大 的 兴趣 , 但 
不 久 就 发 现 , 早 在 1964 年 ,一 位 名 不 见 经 传 的 苏联 数学 家 小 可 夫 
期 基 CA. N. Sarkovskii) ,就 发 表 过 比 定理 7.5 RAE we As 
趣 的 结果 . 即 理 在 众 所 局 知 的 沙 可 夫 斯 基 定 理 . 

数学 家 对 一 元 连续 函数 的 研究 , 少 说 也 有 两 三 百年 了 吧 . 光顾 
这 个 领域 的 数学 大 师 , 可 说 是 接 幅 而 至 . 他 们 的 光辉 业绩 ,许多 已 
成 为 大 学 一 ,二 年 级 的 课程 ,甚至 要 下 放 到 高 中 了 . 谁 能 想到 ,在 这 
块 被 高 手 区 匠 反 复 灼 磊 过 的 田园 里 , 竟 还 有 未 被 开垦 的 处 女 地 , 竟 
还 能 生长 出 前 莫泰 半 们 未 兽 见 到 过 的 奇 花 异 草 呢 ? 近 几 年 引起 人 
们 广泛 兴趣 的 沙 可 夫 期 基 定 理 ; 体 怕 要 算是 这 样 一 打 奇 花 吧 ! 它 揭 
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示 出 一 串 美妙 而 又 出 人 意料 的 奥秘 ,而 其 证 明 的 基础 ,又 是 平凡 而 
初等 的 .上 一 节 里 的 引 理 7. 3, 就 提供 了 沙 可 夫 斯 基 定 理 所 需 要 的 
全 部 分 析 知 识 . 

我 们 知道 ,自然 数 的 有 昌 然 顺 序 是 由 小 到 大:1,2.3,4,5,*****" 

沙 可 去 斯 基 把 自然 数 重 新 排 了 个 顺序 . 这 种 新 的 须 序 不 妨 叫 
i S JF. GREG S JY R m E n 之 前 , 便 记 作 me. 

在 S 序 之 下 , 头 一 个 自然 数 不 是 1 而 是 3.3 之 后 是 5, 然 后 是 
7,9,11,13,……: 即 先 把 所 有 大 于 1 的 奇数 由 小 到 大 地 排出 来 ; 然 
后 由 小 到 大 地 排出 所 有 奇数 的 2 倍 ; 再 由 小 到 大 地 排出 它们 的 4 
13.8 4.16 倍 .…… RERA T RART. 这 次 变 个 花样 ,由 大 
到 小 地 排 . 压 履 的 几 个 是 16、8、4、2、1. 

总 之 , 按 3 序 排出 全 体 正 整数 ,就 是 
galga] e 2 十 2 十 3 二 eee 
<]2x3<]2X5<2X7< 2X (2nc1) 2X 2nd eee 
2X3I2X5<2XTA IX CQn4+1)<]2? X (204 3) A 
sesar < XIX 5G] GX Cn 1) Ge 
.sa Bt] Bn eee 16 <8 <]4<J2<]1 

BRE , 排 这 样 的 古怪 顺序 干什么 呢 ? 请 看 ， 

定理 8.1 CMR EE fo BART LASER 
射 .了 有 mR 24 mGa tf A oA ae. 

容易 看 出 ,在 这 个 定理 中 取 m= 二 3 的 特 款 , 便 得 到 定理 7. 5, 取 
m 一 2" 的 特 款 , 便 得 到 定理 7.8, 这 就 是 说 ,我 们 已 经 航 悉 了 定理 
38. 1 的 两 种 特殊 情形 . 本 节 就 来 给 出 整个 定理 的 证 明 ， 

先 给 出 下 而 的 引 理 . 它 本 身 也 是 十 分 有 趣 的 

引 理 8.1 设 f 了 (zx) 是 线段 1 上 的 连续 自 上 映射 .f 有 (2n 一 1)- 周 
HH $1 (2, =F (2g) k= 001,250", 20}. AAT Imen, S 没有 (2 十 
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1)- JRA. WSS r BIB n PD BRE EP E Cp 
Betl TO. FRAP Dee: 
(i> Dos C Bagg Me, te Te ey HT) AL ts “ore Ton_1! 
veB.1) 
ii 
证 明 ARMAS. Wiss 由 小 到 大 次 = Lac "< z1 FF 


tE Q= CEET "ote ott} , 册 引 入 记号 


Uu = {st (8.2) 
如 果 
max{f(z}{z€ Uy) = z min{f (2) lz € Uuj =» (8.3) 
恒 记 和 作 
f'U) = U, (8. 4) 
如 果 f° ODD. Mie 
Cy U a (8.53 


此 外 te AO CH= 1, 250 2nd. 
在 这 些 记 号 之 下 ,我 们 先 证 明 一 个 
断言 ”存在 两 个 不 大 于 On HERR mi RBS, (i 一 
lZ, rs, Pad ;其 中 U = Ame h= A000+1 中 恰 有 一 个 元 豪 本 在 
,之 中 , 且 
A (8.6) 
UO, Z U Coes CU, DU, (8.7) 
断言 的 证 明 A f(z.) > a1. f (Ze) eet BURA man, E 
Ff Can > tee F Curi) ang RO = Ans F* Cid = Ua, fF? U2) =U, 
of * (U2) =U, RIB OCU, A UC, Claas 
1). M4 UAU os, BRO. 显然 ,除了 不 尚未 确定 之 
和 外,(8.6) 与 (8.7) 均 成 立 . 
A Uini Vet PR RRR BO fem OF DA 
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Flas EAn 之 两 向. BPA Ae A. BERR I= AD 

如 何 确定 数目 s 呢 ? 在 页, 这 -- 串 -个 比 一 个 更 大 的 集 
APTE US A. HEDE U, BU OO, aE os. (A 
,这 样 的 5 必 存 在 : ie U.P RA lao |. C8. 6) 
可 知 

CV Fy (%. 8) 
FER Ay s=2r. 首先 , 因 OU A sn. 如 果 有 ss 之 24, 利 
用 (8.8) 来 应 用 引 理 7. 3 A A OE 
. FICE) = To (8,9) 
YHA: 4 ikr 1—s BY, fro} EV, 2a—1l—s< jc 2n— | 
BT, flr CV sete AL AF YY, SHY. ASA A n RAR 
可 能 是 Va PL. CTE toef Cato) fla) ee fF, AGF 
AAF RG i Ef OC -ABa SRR SR. 故 s= 
PR. 

HERA U Pa A AOR U a HE. 

为 了 完成 引 理 8. 1 的 证 明 , 只 要 指出 对 ;一 1,2,…，22 一 地 
总 是 把 V. 的 一 个 端点 A. 映 为 男 一 端点 BB, 并 又 使 和 4 在 及 和 了 (8B,》 
ZER T. H i 进行 有 限 数学 归纳 :1=1 时 ,显然 . BR ack 
二 2n 一 1 为 真 ,再 证 它 对 i 一 十 A.B Y= [438], A Ae 
设 易 知 ,适当 命名 加,B 时 ,有 C4) 一 Bi, 并 目 必 有 AC (PCB); 
Bj=h, H BE CSR) fC] Shia BEDE ORR PCR E 
CPCB) CBO]. BRR PCB E LF CBD CB] 

C [Bu f BO JSL) A (8.10) 
RAS fA 3 一 周期 点 . 与 假设 矛盾 . 引 理 8. 1 ER. 

引 理 8. 1 给 我 们 摘 绘 出 一 个 有 元 的 图 景 :如 果 了 有 (28 十 1)- 

周期 轨 而 对 mE [1,s 一 1 没有 (2m 十 1)- 周 期 轨 , 则 其 周期 点 在 了 


s6 BRERA SE 


作用 下 ,运动 情形 如 图 8. i 所 示 , h T a= 3 的 情形 , ) 


AY a. 1 
AY ER ATT AY VA oe ai BP ay ey Ee ES. #5 | BOB 1 中 
的 Lzo;zx; Jig fF Fi pdi = [taste], =| tiz]. i >= = | Zm—-3 Zm: J, 
fo, =| ra 2 |. 由 引 理 8. 1 ;得 到 六 盖 图 : 


CE | i 


将 (8. 11) 与 引 理 7. 3 相配 合 ,注意 到 诸 之 间 两 两 无 公共 内 
mas ALAS 

推论 8. 1 设 fm 是 线段 7 LHERA MH WRT 4 注 1,F 
有 (2s 十 1)- 周 期 轨 . 则 对 任意 正 整数 >2n 十 1, 了 有 大 周期 轩 

证 了 明 ”不 妨 设 对 于 amcan, f RA 2m 十 1- 周 期 轨 ,就 可 以 应 
用 引 理 8.1 了 .对 24 十 1 ,由 (38.11) 得 

ns ed oe ef oe fee Pe lel (8. 12) 

k— (22 —-1)4 

骨 应 用 引 埋 7.3 即 可 .证 毕 ， 

推论 8.2 Te fo) BRB LES BY ET ells 
Apt 2n+ 1)- FAS MURS BE ER ef 有 2k — EAL. 

证 明 只 要 证 明 toe HEER T. k>a 时 可 引用 推论 8. 
1 .由 58. 11 ,对 二 1 ?rR 均 有 


2 —™ bow —® fa et — jua — No) (8. 139) 
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FR BS] 7. 3,0417 8 Cab D+H- 从 | AES ,得 
到 2,4,6,…,2n 周期 轨 . 证 毕 、 

综合 定理 7. 5 定理 7. 8 及 这 两 个 推论 , 沙 可 赤 斯 基 定理 的 结 
论 中 ,只 剩 下 一 种 情形 尚未 获 证 . 即 m= 2p kp WA 1 的 
奇数 的 情形 . 此 时 因 定 理 中 的 ”满足 mr<a, 故 * 一 2g, 这 里 4 BA 
数 - 当 9 一 ] 时 ,为 任意 非 负 整数 <p 时 ,为 大 于 上 的 任意 整 
BL ap Mt RANT k ERER. 

不 妨 设 对 一 切 <1m,f FE RAR. 
全 pz 一 产 (z), 则 由 定理 7.3, 有 ?周期 轨 . 由 推论 8. 2.9 
有 2 一 周期 轨 , 这 里 上 是 任意 非 负 整数 . 由 推论 7.2 及 定理 7?. 8, 
有 一 切 2 一 周期 轨 ; 于 是 对 4 一 29,g 一 1 的 情形 获 证 . 

”现在 设 一 29,9 BAF 1 MAMA le, FROM ek S 
i=—k+s, Mi) p<l2°¢. HH 8.1 8.2 Wo Be 周期 点 z". 再 
用 推论 7. 1, 由 于 x; 可 知 z* 是 了 的 2，2g 周期 点 , 即 n-a 
点 . | 
沙 可 夫 斯 基 定理 全 部 证 毕 . 
ENERE GUFTA MA. RA 、 线 性 代 救 …… 这 
些 起 码 的 高 等 数学 都 没 用 上 ,而 仅仅 作 具 体 的 组 合 排序 的 讨论 , 由 
于 定理 本 身 包含 了 丰富 的 内 容 , 证 明 时 要 涉及 各 种 情形 , 想 要 它 太 
简单 看 来 是 不 容易 的 . 

沙 可 夫 斯 基 定 理 告 诉 我 们 ;如 果 连 续 自 映射 了 有 mw- 周期 点 ， 
则 对 m<la, 了 有 =- 周 期 点 :要 是 把 f 稍微 改变 一 点 一 一 用 数学 语言 
说 就 是 把 了 扰动 一 下 一 一 使 变 成 和 它 很 接近 的 g(2) ,gCz) 是 不 
是 也 有 #* 一 周期 点 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 这 叫做 “ 沙 可 夫 斯 基 周 期 轨 
的 稳定 性 ”. 

定理 8.2 Gp BRB LAER ARS. S E 周期 点 , 则 
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存在 e> 0, (HIB St — OER fF 
[FE — g(x) | <e cre nD (8.14) 
A 7 EAS FESS BRST 9.24 m] 时 .yy 有 a- 周 期 点 ， 

这 里 不 给 出 定理 8. 2 的 详细 证 明了 . 我 们 只 给 出 两 个 关键 的 
引 理 . 利用 这 两 条 引 理 ,读者 不 难 用 证 明 沙 可 夫 斯 基 定 理 的 类 似 的 
方法 ,完成 定理 8..2 的 证 明 . 

引 理 8.2 设 fm 是 线段 了 上 的 连续 自 映 射 . 对 alf A 2 
十 上 半期 点 . 则 存在 ez0, 使 得 任 一 满足 条 人 忻 (8. 1 ERE 
自 映射 9 有 (2n 十 3)- 半 期 点 

证 明 ”不妨 设 对 eimen 了 无 (2m 十 1)- 周 期 点 , 由 引 理 8, 1， 
必 存 在 了 的 某 个 (2 如 十 1)- 周 期 点 ze* 使 得 下 列 两 情形 有 一 成 立 : 

Cy fre) < fF Cag} e te <0 fE Cate) < to < firo) 
< fine) < 

CH) Fler < fe Gaa) 0) < fCat) 
<i wo < f Ca) A e l SETE eo) < S Co) 

设 情 形 ODOM. 和 四 于 OF Go) 0 FCS Ct) <a TE Cros f Cae) 
P*AdA AM p E GOS r. AE E Cy AA yo E fao = 
:于 是 得 到 不等式 

ene < f(y) A e e f Ca) 


(8. 15) 


L yo << F TF) fly) C8. 16) 
ft) = ft (a9) = to < yo 
当 o>) ae shat, HEE (8. 14) 的 rtz? 也 将 有 不 等 式 ; 
ght yo) e g Cy l o L g Cya) 
< Yo gy) Tg) Yo) (8. 17) 
gt Cato) < yo 
A Fi = [yo g Ega) J, e = Lg? Cy) gol a= Lg Eao g goj L= 
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Cg aa g? Cond ds tery api = Lg Coeds gT Coad |, Fonte CY0) = 
Lot? yo) 9" Cro) |. 则 有 

CO fy — fy — fg — et — Fa) ~ fg ~ f (8.18) 
H (8. 18) 3j 7. 3 可知 ,9 有 (2 十 3)- 周 期 点 ， 

知情 形 Gi) BOE. Ef Cr <a FCF Cag) ro, AK FE Cf (20) szo) 
AA y WE Sy =z BE Gy tA yo ff Crd = 91. LAP ILE 
Hy VA eA] PRS Cid AA. 从 略 , 引 理 8. 2 证 毕 . 

引 理 8.3 设 了 是 线段 了 CAR ARN. A 4- 周 期 点 , 则 
存在 eo 0, CARS 7 CEE SE PRS gtz) 满 足 条 件 (8. 14), I g(x) 
有 2- 周期 点 . 

证 明 不 妨 假设 对 于 mf 无 (2m 十 1)- 周 期 点 , 否则 可 应 
用 引 理 8.2 及 定理 8.1 了 江 刻 知道 引 理 8.3 之 结论 为 真 . 

Bacay 碟子 的 一 个 4- 周 期 罗 , 我 们 分 儿 种 情形 讨 
¥E : 

t? OS flr =a s 0) Ca f' (2) > RS 

C fz sr Slr f (2) | 
RAS SA 3 周期 点 ,与 假设 不 符 . 间 理 ,不 能 有 了 (zs) r. 
2°) FF fa d=2.f@d=22 WMA flax, faz. K 
l ti 922 |S 2252s | D 
出 了 也 有 3 一 周期 点 . 与 假设 不 符 . 
3” E f) Sa sf Dm i dm f a=. 于 是 
Fa > a1, f a << r (8. 19) 
我 们 指出 ,了 在 Lx1,xs1 上 没有 不 动 点 . ARIA OE Cr te HE 
ftro) = zo + NM 
[zo ,zy J*>[22+23 | D 
亦 推 出 了 有 3- 周期 点 , 故 在 [zzs] 上 恒 有 
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f(z) > 了 (x E Urner: D (8.20) 
于 基 当 > 0 E, ME IS ga ee EER gird, fe 
XREF C8. 19), (8. 20) 的 不 等 式 
g Cay) > 2, 9? Cay) < Ea 
g(x) >r (me {xr |) | 
BAA. 这 立 齐 推出 9 在 Lzi,x: | 上 有 2- 周期 拟 ， 
4 车 了 2) 二 Cr) 二 zoy 必 有 于 (zz) 一 29 9 了 (rs) 二 4 号 1° 
类 似 , 将 推出 了 上 有 3- 周期 点 . 
S SF Sarf Ce) =2,, A f Cr) S tr, f Cr) = ay. 此 时 


(8. 21) 


有 
Fiz) >an f Cr) <o xe (8. 22) 
以 下 证 明 方法 完全 与 情形 3° 相 同 . 
it 一 5 已 穷尽 了 一 切 可 能 . 故 引 理 8. 3 获 证 . 
读者 试 从 这 两 个 引 理 出 发 ,完成 定理 8. 2 之 证 明 . 
我 们 还 可 以 从 反面 来 讨论 沙 可 夫 斯 基 定理 :对 于 给 定 的 正 整 
数 m ,是否 有 某 个 区 间 上 的 连续 自 映射 了 ,使 得 有 oe 
对 一 切 w<jm, 了 没有 "一 周期 点 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 为 了 简便 ,引入 
集合 记号 : 
Na) = in n FBR mle, Re = m} 
NCQ") = {Fle = 0,1,2,3,¢""} | 
则 有 


(8,23). 


定理 8. 对 任意 给 定 的 正 整数 集 N=) R NAN), 
存在 [0,1] 上 的 连续 自 映 射 了 ,使 了 的 周期 点 的 周期 之 集 恰 为 集合 
N. | 


这 个 定理 的 证 明 将 在 本 书 $ 11 中 详 述 ， 
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E KAR, EY PR ER. RT RB A thy — 
KARERA: PEAT Se RT A PA H RH EE. A le 
代 学 者 很 难 在 这 个 领域 有 新 的 发 现 . Ba ie oh Se EE 
曲线 》, 其 中 包含 了 有 关 二 次 曲线 的 近 500 个 命题 , 它 不 仅 是 古典 
希腊 几何 的 登峰造极 之 作 , 即 使 今天 看 来 ,也 是 十 分 出 色 的 作品 

但 是 ,一 且 把 观点 变 一 变 , 从 类 代 的 角度 来 考察 二 次 函数 ,我 
们 马上 会 发 现 : 对 二 次 函 数 送 代 的 动力 系 性 质 , 还 知之 甚 少 ,认真 
FOR TZ ABS Ae AY EH. 

HFE., HERS PRAT ROBO AEH CEM RAR 
HT Ast ik BRA. 按照 一 个 篇 化 了 的 数学 模型 , 某 
KERLAE H PE SE r A ORA 

fou, = Zla — br.) Ca > 0,b > 0,2 — bz, > 0) (9,1) 
对 (9. 1) 作 适当 的 变量 代 换 ,可 化 为 差分 方程 
ty lap? (Zan Ell lD (9. 2) 
这 里 “是 参数 , 它 由 昆 瑟 的 种 类 及 环境 条 件 的 稻 设 而 征 , 很 显然 ， 
对 (9. DMB. BPA AT we 
六 (一 上 一 pz (COCp<2,7E[LO—1,1)) (9.3) 
Ace AY OTE. AAS se PRR RAE o 之 后 ,就 有 x*. 
二 下 (zx0), 想 知道 x HERS RARE CORE. 例如 ; 
如 果 m 是 六 的 5 一 周期 点 ,我 们 就 可 以 期 望 ,如 果 昆 虫 初始 数量 
为 za 而且 有 头条 件 确定 的 参数 值 为 上 则 虫口 数 将 出 更 以 5 年 为 
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周期 的 变化 规律 

然而 在 实际 上 ,虫口 数 是 难于 精确 统计 的 ,参数 值 u 也 是 准 于 
精密 估计 的 .于 是 ,我 们 就 目 然 会 问 : 邵 洒 初 始 虫 口 数 习 和 2 之 郑 
eS SA ow Mae theese Me. BOMB ARSAARL 
5 年 为 周期 的 变化 规律 呢 ? 

AHEHE H, MR zo 是 所 请 “稳定 的 "周期 点 ,特别 是 “ 超 稳 定 
的 ”周期 点 的 话 ,zo 各 的 小 扰动 将 不 会 影响 这 种 5 年 为 周期 的 变 
化 规律 

一 般 而 言 , 设 zo 是 可 微 函 数 f(z) 的 -周期 点 ,和 如果 

CFCs. [2 <1 (9. 4) 
就 说 zo FE F REAR. (fa) [k=O 1, — 1 a OF 
TEAN. 如 洒 进 一 步 有 
(Pr | = 0 (9.5) 

则 称 ze YG oe A A Cf Coy) [= 061,200 — 1 RE 
周期 轨 . 

稳定 的 和 超 稳 定 的 周期 轨 , 往 往 对 应 于 实际 问题 中 能 够 观察 
到 和 易于 计算 出 来 的 周期 现象 . 因为 这 种 周期 现象 不 因 初 始 数 据 
不 够 准确 和 计算 误差 的 徽 小 干 袖 而 有 显著 的 变化 , 于 十 ,稳定 只 和 
超 稳定 的 周期 轨 的 存在 性 ,自然 成 了 大 家 所 关心 的 事 . 

20 fe 70 年 代 中 ,美国 物理 学 各 费 根 仍 CM. J. Feigenbaum ) 
At eR f= lar ETT KS A. HARM, 
4 2 4 由 0 开始 你 渐 增 大 时 ,f, 的 迭代 的 动力 系 性 质 在 一 系列 
关键 的 上 和 值 处 会 发 生 有 趣 的 突变 . 对 应 于 某 个 Smf. 有 超 稳定 
的 2- 周 期 点 ( 易 知 站 一 1 当天 变 大 刘 某 个 值 上 一 占 时 ,六 有 超 稳 
定 的 4- 周 期 点 村 …… 而 对 座 于 上 全 上 大 有 超 稳 定 的 2 关 - 周 期 点 . 
当 4 继续 增 大 时 ,f, 又 会 有 超 稳定 的 PrOD 为 奇数 ?周期 点 ,最 
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Jo OG AAR ce a -AHA SR. es ce LR Se & 的 增 
长 ,第 - UR E Be Be wD ea te A > RY) A RR A a FE 
FER T Se el) 2 

REAM PAAR. hem ef, 有 起 稳定 
的 2"- Je BN AY a fA oa <a Soe ace te fo 
时 ,上 有 确定 的 极限 a. <2. FFA 


lim (4, — m) =6'= lim St“ (9.6) 
p— et ame 十 o fig 一 | 


这 里 

由 一 4. 669201509-:-+:- (9.7) 
& ADA ST HE ET i A FE AR Sc RT BB BR 9. D EE > 
ARE SB”. BER ES A 3g Sa 9. 3), MRAR 
了 类 位 的 情形 ,并 且 算 出 了 同一 个 3 值 , (但 要 注意 的 是 ;他 基 用 的 
红 数 族 中 的 函数 ,都 具有 非 寺 的 二 阶 微 商 ) 

就 是 这 个 AERA eA ee Pe 
现 , 因 而 引起 了 不 同学 科 的 学 者 的 兴趣 . 

AS RRA A ARR RRA A ESE AO A 
少 工作 ,初步 说 明了 产生 这 一 现象 的 原因 ,这 个 方向 的 工作 还 在 向 
前 发 展 . 

ER? A AROS OR AP BR A Be el ae a, 
这 已 是 常识 . 稍微 知道 一 点 高 等 数学 的 人 ,会 认识 另 一 个 也 很 重要 
的 常数 一 自然 对 数 的 请 e, HERI TREN MIR? 有 人 认为 ， 
就 是 这 个 5. 这 个 5 能 各 妆 之 无 二 ,自然 还 要 待 科学 发 展 的 考验 . 但 
仅 从 已 知 的 事实 来 看 , 它 也 确 是 第 三 常 获 "的 无 与 匹 敢 的 候选 震 . 

在 这 本 书 里 ,我 们 不 可 能 曾 述 费 根 堡 现象 的 数学 根据 ,因为 那 
要 用 去 数 十 页 的 篇 幅 , 还 要 读者 有 更 多 的 数学 上 的 准备 . 但 是 ,起 
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Ta E Fe) HAD TE Bs OP Se SR ED OY Hy ae h A, Ze J 
以 用 初等 方法 证 明 的 . 

为 了 叙述 的 方 恒 , 对 所 讨论 的 函数 族 的 性 质 先 作 一 些 说 明 , 我 
PRR ROK f.o (rE La, p] aE 1a, DW C- Ra MRAP 
PY Sf AR A 

1” 对 任 一 7E La, Bi, fe (zd EE. 

2 RP HE— re La ff, a) = f(b) =a,. 

3” afte rela, pl] 6 € ob He Fle =—0,7, OIE 
[u,b] By rE lae at fC 0, 4 2 € Cb, lH fe <0. 

1° ake f(z) oF, Co) SBE r IESE B.A erry iT 
Sup la, — 4, | 十 | 及 一 下 | 十 六 (7 一 天 KE) | + [fC — FG) | > 0. 
如 果 此 外 还 有 

a” Sakla) Car H. falc) = bp, 

则 称 f CD FERRE 所 - 间 峰 族 . 

如 果 [a,8] 二 [0,1],[e. ,5] 一 [0,1] ,6 一 方 ,就 说 二 (2) 是 规范 
化 了 的 . 显然 ,C- 单 峰 苇 一 定 可 以 经 过 局 -拓扑 共 箔 进行 规范 化 . 
即 可 以 找到 微分 同 胚 族 玉 :0,1 JLab, |, tE 

有 fp oh, = g, (9. 8) 
是 规范 化 了 的 中 - 单 话 族 , 且 如 果 六 是 满 的 ,sy, 也 是 满 的 ， 

tn SR EGE MP E AH fF Ca =F, (8 Ho” BA 5" 中 的 不 
SSSR Az H SOR AY“ flee) =." Af (cg) =a,” , WTB BY C’- BAe 
AcE. 易 知 C'- Re ect 入- 拓扑 共犯 化 为 C- 单 峰 族 . 例如 : 
大 FADA anb 1 上 的 C-E, M 

g(x) =a +d, — fia + & — 2) (9.9) 
Ala, d E C'- BME IB. 反之 亦 然 ， 
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定理 9.1 ES OER C- 单 峰 族 . 则 对 任意 正 整 数 *, 有 
,使 f(x) 有 超 稳定 BDL. 并 且 若 按 沙 可 夫 斯 基 序 有 am, Ri 
re 的 最 小 值 必 大 于 re 的 最 小 值 

定理 8. 1 的 证 明 ”不 失 一 般 性 ,假设 六 (z) 是 已 经 规范 化 了 
的 、 满 的 CUI BR Ie SO -DA S, 


AR ARE EH ~ 周期 轨 . 

我 们 把 整个 证 明 分 成 几 个 引 理 和 它们 的 推论 ， 

引 理 FE nE (0,1) ,使 也 六 ) 一 本 ,是 有 4>0 使 对 一 
WrEe Goon thd 

(i) B z =f. lar), z > 


Gi) Ya WRB <a <P D< Ss 

Gi) 当 a RES, <p <zy. 

证 明 由 条 件 SRI LEE. WA roE (0. FS =F. 
所 有 这 样 的 ro 中 有 最 大 者 ,不 妨 设 nm 就 是 最 大 者 . 由 A= > 
村 可 知 , 当 rE (ro,1) 时 ,有 f(a >>. 又 因 fC) =0<1, RW 


(也 "了 DD 内 有 BSG =a) IG). HF FEL Ee 
样 的 对 给 定 的 > 还 是 唯一 的 . 由 此 还 可 推 知 
ASIF, (at )=a! >t (9. 10) 
另 一 方面 ， 
opty les wy d Ly prepr 
F? > fr ) z thls) fitz, ) 


= (ef — Sg SPY! leech (9. 11) 


26 BMA AS ARS 


Cf?) 20, rr SA r > > A fF | 0. LY A 
>O PABA. rE Croom td), A 


es > = (9.12) 


由 (9. 10), 9. 12) 及 f ELS JERAR, BRB GD) Git). 证 毕 ， 
以 下 把 引 理 9. 1 中 断言 存在 的 7; PZBAK BIH von, M 2 
专用 以 记 ( 本 ,1) 内 的 f. 的 唯一 不 动 点 . 


推论 9.1 存在 rsE Cuo DECRG E > 
AES 

证 明 Ñf. 是 满 的 , 故 髓 (->) 二 0 过节 . 由 引 理 9. 1 Zdi), X 
E HEHE ren M tren BIG pT EA n 使 
pisdi ne n hE MAEA Ed <t. 另外 ， 
TACA: 

= SIS) <a (9.13) 

tre 产 ， (>a; >> = EE 玫 PLS <>. EH. 

推论 8.2 存在 me Cours): worcbo=Ly, ESES 

证 明 由 引 理 9. 1 之 kii), 取 一 2, 得 KG> 5 MARIE 
9. 1 中 之 DLETA E n E Cron ms BE A = S 


如 果 OLA EFIE 9. 1 FGI STE Crocs oto. +8) A 
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dc 


立 , 则 可 推出 在 Eron 十 6,m] 上 ,有 7 使 所 (人 ) 一 元 ,这 与 ?6.4 之 最 
大 性 矛盾 , 故 了 (GQ) = > IE. 

推论 9. EA r 使 对 某 个 >I A DHS AH 
TERTII tynt 
SMA nE Or] =F D> 

| edyn ig pela 1 1 
BELOOF WS rE Ao ELES RELO. 
二 J 上 递增 ,只 能 有 1AA 

pt ll 1 

RUA I<. GRR > SRD) 
>> > 方 可 知 ,f ABC fe) BRE ay of (GD AL ATR RE 
AAG Hd). BAG) => WRB. BK 
(0.7) 中 取 最 太 的 ro tÈ L= FH S| FE 9. 1, et Eh ó> 


0, 有 fe DSS 再 用 介 值 定理 , 即 知 推论 9.3 成 立 . 
以 下 的 .rs 的 保持 它 在 以 上 推论 中 的 用 法 . 即 满足 


Rast: BERG =F BIKES ALAS HM 


Pies Tie, Tae, Tae Hoe A r PRK AA bs. 
引 j 理 9.2 存在 rE (ron. Tag)» 使 


lee — z; (9. 14) 


证 明 A, = G 又 由 引 理 9. 1 之 Gi), 


$8 ARES HARK 


haC re xA RDS 显然 是 > 的 连续 函数 ,用 介 


值 定理 即 可 . 证 毕 . 

以 下 用 2 ODARE ar 一 的 那个 唯一 的 * 由 
有 : 

推论 9.4 对 引 理 9. 2 中 之 ?而 言 , 凡 ( 了 ) 一 以“ 车 设 元 是 这 
样 的 7 中 的 最 小 者 , 则 对 rEr[0,5.] 及 奇数 >l f 没有 超 稳 定 的 
p- E RE B- 

证 明 对 r*=0 或 zf 显然 无 超 稳定 周期 轨 . 若 对 某 个 > 一 ， 
E (0,7. #0 By pl, fE 

MD=5 (9. 15) 


f? 


g Fie MMA fiya (25 Mih fla = filr = 
RROD ,将 推出 


PIE Fee yt] (9. 16) 
4509. 15> 7F BD AT 
Maat << 
53 FH. Se Po 记 {10,>] 中 的 Fy 之 最 大 者 ,由 引 理 9. 1. 对 是 

ee [89 é> 0.4 
a DDS ae (9. 18) 


(9. 17) 


从 而 有 re (rate, ry ,r,), if fi (Saat ,这 与 Fr, 的 最 小 


EFTE 证 毕 ， 
bit eT 入 2 十 | (a | pirati: EEE 
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J+] 1 


fi) = OF m==1,2,+,20—1, 97, ¢ Sey) 
(9. 19) 
的 参数 值 .分别 以 rara 和 az 所 其 最 大 者 和 最 小 者 , 则 我 们 有 
推论 9.5 Feyi, >T ante. 
WSA 对 x 一 1,2,… 用 数学 归纳 . R EREE E O, rat O A 
有 一 个 rz sM J. - 
在 推论 9. tEh, 我 们 已 知道 (参看 (9. 17))， 
freaks = Fas <a <5 (9. 20) 
BE Fe CO eran r 之 最 大 者 , 由 引 理 9. 1, 有 足够 小 的 5>0， 
使 
fr, í S>S (9. 21) 
ie (9. 209-509. 21 ?可知 ,有 Pars E O, Pai) ;使 
ESD pBABE Iaca ARA 


PS yam. 证 第. 

由 推论 9. 5 及 推论 9. 1, 定 理 9. 1 中 为 奇数 的 部 份 已 经 获 
证 . 为 处 理 n—2' pk pd 为 奇数 ) 的 情形 ,我们 还 需要 下 面 的 
引 理 . 

引 理 9. 3 设 产 如 推论 9.4 PRT. Sah 的 
中 之 最 小 者 .和 % BELO. IP r 之 最 大 者 , 则 对 足够 小 的 >o, 

g CD =f a Ejro ti, F] rE Let’ ,zr |) (9. 22) 
是 满 的 C0'- 单 谷 族 . 
证 明 ”只 须 验 证 满 的 单 谷 族 的 定义 中 的 
2° girt =g ir =r A AR. 
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ee ee bli™ a Şa ŻĖ Ė ————=—=— 


3 (SVE [at ,zr], 这 由 5 的 最 小 性 保证 .又 当 有 + 
Lz = lit 4. Cry<cO. 4 re ye ri Jat g0 h Of CE 
r, FO E A SARE: 

5 gS pSr AE Ra ZE 
RUE. 证 毕 . 

xp RE oo) (FA S| 9. 1. 引 理 9.2 及 其 诸 推 论 , 即 可 证 明定 理 
9. 1 din m A 2p pes 为 闸 数 ) 之 情形 .再 反复 使 用 引 理 9.3, 对 
fis fe. S% +9 fH AW SURE 9. 1 . 引 理 9.2 及 其 诸 推 论 , 即 可 知 定理 
9.1 %f 2 Spm BE 2 的 方 医 的 情形 成 并 . 列 下 的 是 考虑 = 二 2 的 
情形 . 

由 推论 9. 2 及 推论 9.3, 有 7 中 之 最 小 者 "i. 使 当 7rELD0， 
rr 时 :ff SRA SRB PAA. FÆ Lre] EF RBI fila), 
AHE 9.2 ACRE 9. 3, BP oy BS 存在 最 小 的 iit sl. 有 超 稳 
E 4- 周 期 辆 .而 当 7EL0.ri.i) 时 ,J, 至 多 只 有 起 稳定 的 不 动 点 或 ? 
一 周期 轩 . 依 此 对 2: 中 之 于 作 数 学 归纳 , 即 可 完成 定理 9. 1 me 
2 情形 的 证 明 . FEA A BE A. 


$10 周期 点 集 稠 宣 的 连续 映射 与 马 蹲 


连续 聘 数 的 周期 点 之 集 可 能 是 什么 样子 的 集合 呢 ? 
它 可 以 是 单 点 集 ,， 有限 点 集 . 如 果 这 些 周期 点 的 局 期 有 办 的 
话 , 它 显然 是 闭 集 - 容易 证 明 ;连续 映射 的 局 期 点 之 集 , 一 定 可 以 表 
Ay BY RCP SR a 
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污 者 也 不 难 证 明 , 线 段 了 到 自身 的 连续 映射 7, 如果 任 一 个 > 
sz 都 是 了 的 周期 点 , 则 f 一 定 是 严格 单调 的 . 如 果 了 递增 , 则 
f=. 如 果 了 递减 . 则 f 有 一 个 不 动 点 ,其 余 的 点 都 是 2- 周 其 
点 ,例如 f(z) 二 二 ,了 f(z) 二 a-z 等 

但 是 ,连续 函数 的 周期 点 之 集 也 可 以 有 相当 复杂 的 结构 . 我 们 
就 要 介绍 的 两 个 例 ;个 简单 一 些 , 它 的 周期 点 集 和 非 周 期 点 集 都 
在 定义 区 间 上 稠密 . 另 一 个 复杂 一 些 , 它 的 周期 点 集 的 闭 包 ( 即 周 
期 点 集 及 其 极限 点 集 之 并 ) 构 成 个 康 托 完全 集 . ? 

例 10.1 令 p:[0,1] 一 [0,1] 之 定义 为 : 

22 = (OK <4) 


gir) = (10. 1) 
21-2) (> <x. 13 


则 对 任 总 正 整 数 ae A oe AA. 并 且 p A) a Sa E 
期 点 集 都 在 [0,1] 上 稠密 . pCz} 是 一 个 很 简单 的 函数 , 它 的 图 象 如 


图 10. 1 Bras. 
fl re (0,1 | 表 成 2 进 小 数 ， 


| 

1 
.1 
J 


fm we eit. a a 


=F Ca, = 0 BR 1X10. 2. 
由 定 尽 可 知 :对 工 如 (10. 2), WS a, 


F 


=] —m, A 


FARM 和 它 闭 包 相 等 ,M Sa. Be BY E n E R A 
EEPL PX Tel 9 EE BE ee. PO JPA AR CE T 
PAROS] Ka Ro em. 
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TA T a Lu "Tr ee 


fO. aptarti, (4a = Ọ) 
gtr) = 4 (10. 3) 
LỌ. TET Tiai i Ea { alg T = |} 


或 者 写成 ， 
p= 2 ect (10.4) 
t--] 2 
如 果 x 是 (0,1] 中 的 二 分 有 更 点 
x= QO. a tara DOD +e (10. 5} 
或 
r=., trn tt dere (10. 6) 


则 显然 有 fx) 一 0 或 (7)==0, 可 见 z 一 定 不 是 周期 点 .由 此 可 
Rp 的 非 周 期 点 在 10,1] 上 稠密 ， 
下 面 指出 ,多 有 3 一 周期 点 - 例如 . 令 


x’ =O. 110110119110% (10. 7) 
则 有 

ple’ >= 0. 01001001001- (iG. 8) 

ge" }=0. 100100100100. (10.9) 

pir }=O0. 110110110…… 一 2 (10. 10) 
To 3- 周 期 点 . 事实 上 ,rm 一 上 pr) 一 全 ,pzz') 一 二 .而 
Po =e B= 5, 


根据 沙 可 夫 芒 A HH) 4 一 周期 点 
下 面 进 -一 步 指出 ,2 的 周期 点 集 在 [0.1] 上 旦 稠 侯 的 : 任 给 一 
A E01) ERE --F ERK m, 
t= Ü., agrat (19.119 
我 们 - 定 能 找到 -A7 EARS Bl. 其实 这 很 简 
ALES 


第 一 章 ”周期 名 与 沙 可 去 斯 基 定 理 103 


£1 = D. Mag" dr Hu (10. 12) 
Fo 让 (10.13) 
MAETH A Ma 中 至 少 有 一 个 是 周期 不 大 于 + 的 周期 点 ， 
MERRE Jra] <z M z| <r B em B. 
下 而 的 人 鲍 , 虽 然 复 悉 但 更 为 有 元 : 
例 10. 2 (线段 上 的 马蹄 映射 ) 设 ORTE, A] H 
Shh (z) 存 在 而 且 连 续 , 满 足 条 件 
GD 在 [0, 志 J 和 [名 ,1J 上 ,有 I" o>. 


(ii) ti Iba hD >l, 
(iii) 在 | ENS EEEE 
(iv) EL- g 01LA 


<4 ALOA (>D. 


(vO (Cx) 在 [ -~ >,0] 上 有 
了 唯一 和 的 不 动 点 cot! Ce TL. 
则 #2) 叫做 [一 二 , 访 J 上 的 一 
个 马蹄 型 映射 . 

图 10.2 男 出 了 h(x) 的 图 象 ， 
它 大 致 像 -- 块 马蹄 铁 . 

fe HE RAE ii). GI), Civ AY A, 10.2 
有 adnan d H I< CC He has} hz) =0 
M kib =h) = 1.78 


— | . 
d =i zo’), l = a, sin | 


3 
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Ay = Ch) ya.) Aq = | es ody | 


4 
A= Gis J 


ERED 2€(— 2a NRF 2 一 个 序列 

f(r) fof pies (10. 14) 
其 中 A¢k=0,1,2- RRA 1.2.3.4.5 之 一 . RRA 

I= j (4 BAM MS Ae) CA, j= 1,.2,3,4.5) 

(10. 15) 
这 样 ,序列 CORR T A r TE a PER FAAR REE INA 
z 的 踪迹, HE TE I AP ol RATE- 

KT Beh HHE A LA F JLA ie aa : 
命题 10.1 SF Tirdia, Mi 
ELEDE ps iets: €10. 16> 
Te RE DE za) BRR EA — TG RSS AB ES &(z) 的 踊 迹 . 这 
是 符号 动力 系 的 方便 之 处 .命题 10. 1 由 足迹 定义 是 显然 的 . 
命题 L0, 2 ma Iz) =al b'e dee Mi 
i nh=1 时 ,对 AE RR moll, 
当 n= A-A R m, Deam ls 
当 五 二 3 时 ;+ 一 58， WAR mnl hem l. 
在 这 三 种 情形 下 , 均 有 im hr(z) 二 *". 
ape 10.2 可 由 h(x) 之 性 质 及 4 之 定义 了 并 刻 推 出 ,证 明 从 上 略 . 
命题 10.3 者 
ey = Toldev feds. pt" 
站 (10. 17) 
FE RAR. WA 
AHI Cz, At (Can) | t+! |ay x (10. 18) 
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证 明 由 命题 10.2 YR, ANA RT Do EAR 
非 奇 数 . 由 ete) te MG) a] ST Os jae AZ 
COCR CT = [A CE, (a) Cad) | EE AD 
mg | Ai Cr, — A Cara ) | 
Fy ie HE » HY BY aO. 18) 
ape 10. 4 EG am BE 4g/— 0,1, 2, k, 
Aaea SATJA E Ae i=, ], 2, ek} (10. 19) 
WY 
1 a oe. ee 
2° Ko Shile he HRA FE 
rE MAn 
Bo ACA) = Aige 
4 4 是 具有 正 长 度 的 财 区 间 . 
证 明 1 和 2" 是 显然 的 . 
3 GLC A, os BRA RD CA RSA POA ,1， 
I yE, Ae eM AUDA, BA rE A, fi aCe) S= y h y 
CA, BRM E Aa 
4° XT & ET ARS A. k= 0 ER. AT ak = 命题 为 真 . 邯 
Aag Æ d BAT KEL 这 时 A, FE a PR. 8°. A 
I= A, (i0. 209) 


L H] 


BLA 

但 4 在 4 上 上 连续 严格 单调 , 故 闭 区 间 的 原 像 是 闭 区 间 . 证 毕 . 
现在 ,我 们 来 分 析 在 二 作用 下 ,[ 一 亏 , 六 ] 上 的 点 = 的 运动 趋 
势 . 把 这 些 分 成 两 类 :车 1(x) 中 有 奇数 码 出 现 , 则 x Sy PS, E 


AAR. 
WR. ec ERRA Ro 的 足够 小 分 域内 的 点 也 属于 甲 类 . 


— de m = 
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这 时 ,有 lim 加 (x) 二 z*. 甲 类 点 之 集 显然 是 开 集 : 

Ga AZ. WHA eC AU A (n= 0,162, 7 这 时 ,对 
每 个 +, 有 了 唯 --… 的 由 2 与 4 组 成 的 序列 SS. 由 命题 10. 3 
TA eta, A Pe Kir). Æ OS IGA Ee eo 
Xt AAT] , 财 [z 一 zz| 评 以 任意 小 . A) Pa 
个 数码 相同 , 则 必 有 

lay — rl Lagt (10. 21) 

另 一 方面 ,对 于 任 给 的 由 2 和 4 组 成 的 无 穷 列 

T= lih hee hi 
由 命题 10. 4 之 1 与 可 知 ,站 44w.… 非 空 . 这 就 证 明了 乙 类 中 的 
点 可 以 和 所 有 的 由 2 与 4 组 成 的 序列 一 一 对 应 . 
我 们 指出 , 乙 类 中 的 点 都 是 的 周期 点 的 极限 点 . Se , 若 
乙 类 中 的 的 踪迹 为 
了 一 
取 J 了 为 2 或 4, 但 站 令 习 是 使 下 式 成 立 的 点 
Fx œdipe didil adige de 
H narn X e ARR H lin n=. 


ELESTA E E AOR 2 BER 
的 . 从 面 乙 类 点 集 是 完全 集 ， 

显然 , 任 两 个 乙 类 点 之 间 有 甲 类 点 ,可 网 乙 类 点 之 集 是 无 处 筒 
密 的 . 

在 后 面 (第 15 节 ) ,将 介绍 游 薄 点 与 非 游 葛 点 的 重要 概念 . 那 
时 再 回头 来 看 这 个 例子 , 便 可 知 乙 类 点 之 集 是 的 全 体 非 游荡 点 
之 集 . 通常 把 8 的 全 悼 非 游 薄 点 之 集 记 作 OC). UER ie AY 
说 明 :2 是 上 的 周期 点 集 Pi) 的 团 包 ,是 康 托 完全 集 . 
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由 于 4 的 性 质 () 一 CY ) 都 是 用 与 #*(z) 和 W(x) 有 关 的 不 等 式 
定义 的 . RA eo 0, EY i ME 


RE) —ACz) [+ Jat a) —# C1) |<e (10, 22) 
HAGOR EGO — CV). FEX A, By EM 
Try = otf li (10. 23) 
4 Bits 
PDEA (k= 0,1,2,+°) (10. 24) 
时 成 立 , 这 村 , 若 Cee 2 5 AR Ua rE OCA). 再 在 OA) 
LEN 
FDA) (10. 25) 
使 得 
(一 全 To) 一 开罗 (10. 26) 
则 容易 推 知 ;f FETE SEB. — XT — BY, AA 
f! -ha f(s) h(t) (1E QCh) ) (10. 27) 


TSR MAE RAPT RA 9 稳定 性 . SEERA HE 
要 性 质 之 一 . 


Sil 有关 水 可 夫 斯 基 定 理 的 
一 个 反问 题 


乙 设 了 是 线 自 上 的 一 个 连续 自 映 射 . 我 们 记 PC 为 了 的 局 
期 点 集 5PPCf) 为 了 的 周期 点 的 周期 构成 的 集合 , 即 
PP = {rn 之 1|f 了 有 一 个 周期 点 }. 
根据 沙 可 夫 斯 基 定 理 ( 定 理 8.1),PP( 有 或 者 形 如 
N (m= inymi] W m=n)} 
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或 者 是 
NT2 9 == 0,1, 2,28}. 

所 有 这 些 正 昧 数 集 合 的 子 集 Nim) AM NCQ RRA AME 
节 ,. 这 样 一 来 ,和 钞 可 去 斯 基 和 定理 可 以 重新 叙述 为 :线段 上 每 一 个 连 
续 目 映射 的 周期 点 的 周期 构成 的 集合 都 是 某 一 个 宰 可 去 新 大 王 - 
大 们 自然 要 间 这 样 一 个 反问 题 :是 否 每 一 个 钞 串 去 斯 基 节 都 是 线 
段 上 某 一 个 连续 自 映 射 的 周期 点 的 周期 构成 的 集合 PP CPE? 本 
节 将 讨论 这 个 问题 并 作出 肯定 的 回答 {大 见 定理 11. D. 我 们 先 来 
证 明 一 个 简单 的 引 理 . 

引 理 11.1 Hf eee bP ARH IR SER 
Be JC? 上 是 严格 单调 的 .如 果 了 有 一 个 AR Co 
ne 2, 

证 明月 反 证 法 . 假设 re. 如果 有 必要 的 话 , 重新 排列 一 下 
Piatt spa 的 次 序 , 使 得 下 过 可 < 天国. 由 子 Rx 实 3, 或 者 有 一 个 1,1 
Lin, 使 得 了 (gp) 一 pi; 或 者 有 一 个 jl 之 jn ,使 得 了 pj) 一 .不 
失 一 般 性 ,假设 第 -个 淋 件 成 并. AT, H F n AR Sa) 
Ffm) ,所 以 了 在 了 上 是 严格 递减 的 . Aa Foca, MA F 
(PO F = p. p 的 左边 出 现 了 这 个 盾 期 加 中 的 总 了 pt) 这 
与 pape A E- 

现在 我 们 着 手 解 决 本 节 开 头 所 提出 的 问题 . 首先 给 出 一 个 一 
般 的 方法 ,根据 这 一 方法 ,可 以 从 给 定 的 某 一 上 映射 了 出 点 梅 震 出 一 
个 新 的 驶 射 了 .了 称 作 了 的 史 进 冯 方 根 , 而 这 个 方法 则 称 为 史 秋 
芬 方 根 技巧 . 现 详 述 如 上 下; 

对 于 线段 L0,1j 上 任意 -- 个 给 定 的 连续 自 映 射 了 ,我 们 接 部 就 
班 做 下 而 反 件 事 :(1) 把 子 的 图 象 画 在 一 个 正方 九 L0,1]x[L0, 匡 中 
(参见 图 11. 11101332 将 这 个 正方 块 L0,14x<L0,1 连 同 了 的 图 象 
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按 水 平和 垂直 方向 沟 匀 地 压缩 成 一 个 较 小 的 正方 块 [0, 坪 ]X [0， 
EE T 图 11. 12));: (D Bayh 一 个 正方 块 [0,1]x[r0,1], 将 经 


18 (2) BBY NETRO IX 0 FIER EEE MSH 
压缩 之 后 的 了 的 图 形 平移 到 正方 块 Fo,1]Xxf0,1] 的 左上 角 . 然后 ， 
用 直线 将 小 正方 块 中 那个 图 形 的 最 右边 的 点 与 点 (全 ,0) 连 结 起 


来 ,再 用 直线 将 点 ( 子 ,0) 和 点 (1, 半 ?连结 起 来 . 这 三 步 做 完 之 后 ， 
我 们 在 正方 块 [0,1] Xx[0,1] 中 得 到 了 一 个 新 的 图 象 ,这 个 图 象 所 
代表 的 线 眉 [0,1] 上 的 自 胀 射 记 作 S , 它 显然 是 连续 的 ,了 * 称 为 / 
:的 史 达 芬 方 根 . 事实 上 ,f 的 史 适 芬 方 根 可 以 严格 地 定义 如 下 


+f (32) += 4are€ [0,21 时 
ff" fr) = €(— 3r 4 Dk wre [> 村] 时 
2 
KP k=- ZHE a 
图 11.1 


现在 我 们 来 指出 了 * eee S 的 定义 易 见 
Fog] 和 Enpo, L] 


Lio MES HE 


因此 ， 
(a) ELEME IPARA RDA., 


© Eo TAOS JPA AANRAAI ERE. 
O Rr PRAAL, AUE, 
1}, AI + MAS F004 JUD]. 
BE e JE N 的 不 动 点 , 据 (o),eE (>, =). 因此 。 必须 满足 方程 
(— et 2k =e 


RPT RAM = 了. 因此 ， 


D 了 "有 唯一 的 一 个 不 动 点 oT 


BEL ps veers ma SHE 广 的 z 一 周期 点 PE CS RL HEC) 


(piste) Ce eS). BF PED E k nae ES 
FE 11.1, 1&2. WR n=l, fF, p—e2,. MG n2. 由 于 nin) 
ECESO. 所 以 ?应 满足 方程 
(— 3C—Sp+2)k, +2 0k; =p 

PRM 1x —F7 3 AER Epo, 这 与 # 一 2 证 盾 . 所 以 

Ce) EPRE e 外 不 再 有 f 的 周期 点 . 

te (Ce) Al (FR MAP). 

GO f° BR e; VA Sh EAT Fj HA et AJ Je RH A Ge PB By 

(D 对 于 和 任意 E057. 4 


ft (n= F Ca) 
村 


SS AMR STR eee Ii 


我 们 归纳 证 明 {g} 如 下 ; 
4 zE [0,7 JRt, 
f° (2) 一 137) 十 全 EE[ 忆 ,1 
因此 ， 
(f*)*(z) = Sf (32) 
JX WEAR $ k= 1 时 ; 9) 成立 . SER ig Co F EP OOO RR. 
则 当 E10, Rt 
CS yt Cn) = CF BCS E) 
*# "2k l 
= {f°} CaS Ba) ) 


ip 
= gi (32) 


Bl Co) RT PER +1 成立 . 据 归 纳 原 则 , Cg ERS =i, R 
a. Co) HEE. 
根据 (9) ,如 果 x 是 了 的 呈 -周期 点 , 刚 


] 
,a 1 ns ek Se 
(了 CQ) -一 ai (x) 


并 且 当 k= Ü,- ,n— l At ， 
CENCE (7)) 
l trig JE 
i tT 
BA apa 是 广 的 2x- 周 期 点 . 这 表明 


PPCf* YD2PPCA/IU {1 
LA PPPD =t 2m, mE PPP} 


I? PARAS — Aba RR 


S-o -Haik y E f'A a JRA 1. a CO A Ce) © 
CO, EDULE Il BR ¥E 10,51 ABE GO) E 
, if 3y k= 1,01 
POD = 3CF Cys 7 
|= 3y =n 
因 面 3y BS e A OR ELELLA S OEL] 
Bef’ 的 24- 周 期 点 , 因 面 377 aE A e- ERS. R R A eA 
ROMN RILA 
PPCF* YC 2PPCFY LUIGI} 
国 此 ,我们 已 经 证 明了 
引 理 11.2 设 f 是 线段 L0,1j 上 连续 目 上 映射 的 史 选 苍 方 根 ， 
出 
PPCf* I= 2PPCFILU TL} 
现在 ,我 们 对 于 每 一 个 奇数 中 十 1 全 1 来 定义 10, 1 上 的 一 个 
ESE A BRE ww+1, 使 得 PPC n HN CE+ 1). 首先 , 令 - 


a= 
一， 

l | 2 ] +! 
ria 1 9g 08 aT. "Th+1 一 可 十 7 sani l, 
o i l l :< | 1 一 1 
a Sahni e O a e 


SRR SE MER BELO, 1] EI HRAT aar » ER TG AE SR EF 
(a) feng C00} Sa yte s Moe CS Ba tT Meet Ce) = 203 
G) uan FER Benton ]scers bee ete |, Lzzs zo], L toszi]s Lr, 
zajete lates sta LEB RTE NS. 
AR unn EERE Cus BY Ble Be LAY 11. 2) 
现在 ,我 们 来 讨论 ol 的 看 干 基本 性 质 . FG» SU 
(1) {zamen Te) 是 pa 的 一 个 (2x+1)- 周 期 轨 . 
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其 次 ,容易 验证 
Bati LO ,ra a 4) 一 [zoel | INL 


以 及 对 于 任意 ik l, 
fati ELEn, 1] = LO, zasi) 
Hnt GC stas D = [tnts 0] 
Alii» 


wits CE0 ,zs]) = [zs,l | pi 
所 以 ,我 们 有 | 


(2) 在 L0;za-sj 中 jw 没有 | 
C2k 一 1)- 周 期 点 . 图 11.2 

最 后 ,由 于 pr 在 Lxw-2,1j] 上 是 严格 递减 的 ,并 根据 引 理 11. 
1 ,我 们 有 

(D 对 于 任意 ees, Ælru-2, PPR #241 HE n- 
HH SIL. 

Rely hie (1)>.(2) F103) .我们 得 到 

g| 11.3 设 ene MB. W kl 时 ,or 有 一 个 (2 十 
1D- 导 期 后 ; 当 RL 时 ,aa+ri 没 有 (2 一 1 一 周期 点 . 

因此 ,根据 沙 可 去 斯 基 定 理 , 对 于 任意 整数 二 0， 

PP(unsi) = Nk + 1) 

我 们 再 来 定义 线段 [0,1] 上 一 个 连续 自 上 映射 呈 , 我 们 称 它 为 史 渤 营 
映射 ,使 得 PPCD = NGA. EE, S 


l ] f 
L = lag ad: 1 = ], 2," 


显然 ， 
i= iC} GETE Í). 
其 次 ,定义 st: AM 7 PLO | JE SEDC EiS 


Tif ARER- SE A) 


7 | i 2 
(— 32+ 2) > 4rels. ad, 
shir) = 9 > 
to y Sr € [ol], 
最 后 定 儿 [0,1j 上 的 自 映 射 at 使 得 对 于 任意 rel, 
' i, 
lr) -人 (zx) wee 
l wr=—0 
其 中 
st,(z) == Lst_,(32) + 4,i = 2,3, 
1 q r— | 3 7 Fu 


(的 图 象 参见 图 11. 3. ) 请 读者 自行 验证 
st 的 定义 是 合理 的 ;并且 st 是 一 个 连续 映 


射 . 我 们 现在 来 证 明 : 图 11. 3 
引 理 11. 4 ERRE st ELV AY. ot FE st AY ER BY 
根 , 则 
st = sgi 


证 明 根据 ot MER ATHERE F rel, 


st" (x) = st€xr) 
FUE TẸ Í, 12. xX, 382 7,_., AAT 


.1 2 
st” (zr) = a SC Sz) + a 


= at (31) 十 = 


= si (r) 
= sifr} 
IGF 7 我 们 还 有 


st” (0) = st(0) + = 
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=] 
这 就 证 明了 引 理 ， 
引 理 11.5 RESTA st EM A. UO 
PPs = NO27) 
it BAA A st* 如 前 . 根据 引 理 11. 4 和 引 理 
11. 2, 我 们 有 
PP(st} = 2PPCst) LJ {i} 
其 中 2PPCst) = {2m mE PPO). 由 此 式 易 见 
(a) 1EPPtsi) 并 有 旧 若 mE PPCst) itl] 2m E PP Cst). 
Ch) Aree PP(st), RRA w= 1 RA n= 2m, mE PPC). 由 
Ca) S H, 
VC2") C PPCs£) 
HRR, E Oke PPD, HP kD 1 HAR. k, ke 
PP (st) M EPPOI OTE PARTER ol 为 奇数 和 性 
意 i 0. 2k & PP (st). 这 样 一 来 
PPa) = NC27) 
引 理 证 毕 . 
”至 此 ,已 经 不 难 证 明 本 节 的 下 述 主要 结论 本 . 
定理 11,1 车间 是 一 个 沙 可 夫 斯 其 节 , 到 存在 着 某 一 个 线段 
[0,1j 上 的 连续 自 上 映射 ov (HG NB ow 的 周期 点 的 周期 构成 的 
fi PP(g,). 
证 明 我们 分 三 种 情形 来 证 明 这 个 定理 . 
(i)  N=N(2°). R RE EA SBE 11.5 GEAR. REY ga 
APES st BP ay. 
GD  N=N(27), FR pro. 
Si ALC. 1 ES BOR. 易 见 PPC) = 11} =N). 


TiS BRUGA T HE Bh BE 


因此 ,在 这 种 情形 下 , 当 ;一 0 ERAR MERTE feo. 
一 六 (2 时 ,定理 为 真 . 即 有 [0,1 i AE BE BS ge 使 得 
PPf8we = N27). FS gath A gwar A BR SS OR A OR | E 
11.2, 我 们 有 l 
PPCgscett) = 2PPCgvan) U il? 

=2N(27) U tt} 

=N (37T) 
根据 归纳 原则 ae Ci aE 

Gid M=N (Ps) FP 20,2] BRR. 

我 们 对 了 进行 归纳 ,根据 引 理 11.3, 当 ;一 0 时 ,定理 为 真 . E 
RIIT Je 和 任意 s> 1] 为 奇数 定理 为 真 ,也 就 是 说 存在 [0， 
ILERE% ABET ?ww 使 得 

PP (gypa) == NCQ). 
BS gyro 为 pos A) SR SE TAR. 根据 3 引 理 11.2， 
PP Cgxctt') =2PPCgne) U iL} 
=2N pn U dl? 
=N (241s) 
ih Re SF EE Bos HR ERE GD. EHH 
Ay. ALPE VA AA De EE Gil EE. 

FE 11. 1 的 证 明 金 部 完成 . 

RIEME SE EES s 下 点 的 动态 性 质 是 十 
分 必要 的 .在 许多 情形 下 , 它 作 为 有 用 的 反例 起 着 慢 要 的 作用 . 


第 二 章 MPS IAM Ree 117 


$12 周期 机 的 稳定 性 


假设 了 是 线段 1 上 的 一 个 连续 自 映 射 ,并 且 了 有 一 个 4- 周 其 
A. § 8 中 的 沙 可 去 斯 基 定 理 ( 定 理 8. LAB REE m EVD 
可 去 斯 基 顺 序 居 于 % 的 后 面 , 也 就 是 说 4<Im, 那 么 了 必 有 mm- 膨 其 
A. 我 们 现在 要 问 :如果 g 是 线段 :上 的 另 一 个 连续 自 上 映射 , 它 与 了 
充分 “接近 ”, 那 么 我 们 对 于 g 的 周期 点 的 周期 是 否 也 能 给 出 一 些 
ARAB wee 本 节 的 主要 定理 (定理 12. ISM HAA RE 
理 对 于 映射 了 所 给 出 的 结论 对 于 与 了 充分 “接近 "的 映射 y 同样 也 
成 立 . 这 表明 沙 可 去 斯 基 定 理 所 论 述 的 周期 胃 的 存在 性 具有 某 种 
稳定 的 性 质 . 在 陈述 本 节 的 主要 定理 之 前 ,我 们 有 必要 把 “接近 ”这 
个 词 的 合 义 弄 准 确 . 

假设 f,9 是 线段 1 上 的 两 个 连续 自 映射 . 我们 定义 了 与 9 的 距 
离 为 

maxi f(z) 一 多 rz |s2 € F} 

并 记 为 a(f,9). 这 样 -- 来 ,了 与 9 是否“ 接近 ”以 及 它们 “接近 ”的 程 
度 便 可 以 按照 它们 之 间距 离 的 大 小 来 确定 S :>>0, 与 映射 了 的 距 
离 小 于 。 的 线段 1 上 的 所 有 那些 连续 自 映射 构成 的 集合 称 为 映射 
f 的 :一 邻 域 ,并 记 作 We(). 这 也 就 是 说 ,线段 1 上 的 连续 自 映射 
mF We) 4A dace. BEE ERE SH 
集合 COOH MF LR z 面 言 是 一 个 度量 空间 ,而 Fe(Cf) 即 是 以 4f 
为 中 心 以 。 为 半径 的 球形 邻 玻 . 本 节 的 主要 定理 是 ， 

定理 12.1 假设 了 是 线段 /上 的 一 个 连续 自 映射 ;并且 了 有 
一 个 -周期 点 . 则 PRE oe ORR WwW.(7) ,使 得 对 于 gE WP) 


EE el 


HIE ARER Aa) AB 


— Ee 


AE TR eb ay K ER T a SY GEE mC BP dnd. g 必 
有 m- fet HAG. 

EEI- -EE A FOE FS | FB O12. 1 一 引 理 12. 5. 

引 理 12.1 很 设 / BAR? EC — tik Hi. 是 7 中 的 
一 点 .如果 free eit at] 个 点 中 每 两 个 点 都 不 相向 ,由 
存在 /的 一 个 :一 令 域 环 .( 放 ,使 得 对 于 任意 Ew). REP) 
< GK jn E A padapa). 

证 明 S 

é6= mini |z, — 2,/:0s0 3,7 S n3234 35} 
PPR 6 > 0. > = 4/2. A FB BOE RE CER. BARAK 
a] >, VERY 0<4 d HARA ave FEA Joe | ait [FON — 
f(r) [<4,/2; HER iA o FRAY use) 并 是 | 一 | EA 
At. | fCe}— ftv) | <od,.. 1 /2;--- AER PH, Bit APR. 
Fiif Ee 0< 庙 过 而 :最 后 一 步 是 选取 0 天 而 过 击 使 得 当 和 
1 并且 |a 一 中 和 5 A, | fos) | <6 /2. ERIN OCA 
dy lee od w= /2, FAM S 1,2, nt, Me aves HA 
Ja-- | <cd,, ABA | Pad — far) | <d,4,/2. 
4 e= 6/2. 以 下 证 明了 的 :一 邻 域 Fe 人 pf 满足 引 理 要 求 ， 
任 取 E Wei. 我 们 有 
一 
Pr gad | S| PC) Oo fg + [Pee — 9) ] 
Ada d + 2< dy 
SED PCPS ELOY — Fg GD | H LGD) — gC) | 
<d,/2 +e <7 4, 
PBL qf] 2 AP foe =, Bee gay Ay 
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[了 Cry》 — po a 6/2 

现 设 了 了 tz) 之 (xz), 其 中 Oi, je. B Fraga) <6/2 和 
[PPa i <4/2. BH OLEO EPEA 9 (> F 
Cf (2+ ¢(2)). AE g (2) <g' (2), 5[ FE 11.1 HEE. 

引 理 12.2 设 了 是 线段 虐 上 的 一 个 连续 自 瑞 射 导 之 1 是 一 个 
奇 的 正 整 数 . RAP nE? EA 

Pia SL pea Se os <a <0 yo fe Soy See << Fii 
并 且 yoy HP pS Coo) i=l k BAS AT EARL. 

证 明 由 于 于 (== 久之 入 以 及 Fad =n >n AE FAT 
ABR eE Gis). & Mi=lespo]: M =y e], A 

Ma = {osya Js Ma = yas gs itto Mii = Lys odo ds 
M, = Lyset ]+Ms = [Lys ys loots Mi-2 = Ly st]. 
这 时 ,我 们 有 
MM, M, M. >M, a My. M.. >M. 

根据 引 理 7. 3, 存 在 nE M E faon HAM F= 0,1, 
k— 1A 了 (ze 1 我们 要 证 明 xz 愉 是 了 的 大 周期 点 .为 此 ,只 需 
证 明 rosé f (re) t= Ler kA Sp = PTR AL LEA a F : 

Gi) 3# i=3, 4, yk 一 ] If. HT MA M, = SO t E Ms, 
Fir E M,, PELER} reef Cro). 

GD ME n= Flr) MBA w=fOIEC MAM, = {e}. E. ro 
= e, 人 这样 一 来 P Crd = eE Ms X 4 SR BAY BE BY. 因而 ,xz 过 
flre). 

Gi} MFR zo 一 天 tro) MBS roS ro E Mf) M= dyhe EE a0 
=y. FRM f(y RA Silo = a FR. aAA A rost fiC). 

至 此 , 引 理 12. 2 证 毕 ， 
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5| 理 12.3 设 了 是 线段 /上 的 一 个 连续 自 瞎 射 ; 并 日 了 有 一 
个 坟 周 期 点 ;其 中 是 一 个 异 于 | 的 奇数 , 则 了 有 一 个 二 仓 域 
Wa(f) ,使 得 对 于 任意 gEW( 了 1 都 及 十 2)- 周 期 点 

证 明 ”根据 沙 可 夫 斯 基 定 球 ,我 们 不 妨 假 定 站 满足 条 件 :对 于 
任意 ;一 3,5, 和 一 2 了 都 没有 二 周 期 点 .在 这 一 假定 下 ,根据 引 
理 8.1,f 了 有 一 个 二 周期 点 x 使 得 下 面 的 两 个 条 件 之 一 成 立 ， 
Ci} Eei CL Mp See Koy <a 

< tgo € fy i ay CL eee <n, g € žia 


(ii) Feo Sl yay So Sg <n, 
<L to C ag <a << os SE Rei 
HR r= f (2p) t= 12,0 kal. RARE RTT BE FRE GD RB 
MN. AT FoS a ar 以 及 (xi) 二 4 六 ;因而 存在 不 动 
A eE irzo). 从 而 易 风 ,存在 4E (Cx,e) 使 得 f(a) = io; FF FE ve 
(a,x0) 司 得 fo =e. WE BING 
Spy AFTE e e l FGO fF) 
ele et f < fia tl) 
GER, ick A O Hee +2(v) 一 zo 六 z. 根据 引 
BH 12. 1 ,7 有 一 个 e- 邻 域 W.《 有 n ,使 得 对 于 任意 ygEW.(7)， 
g w) gD E e l gi L g) 
Tp gie) < gi (pw) < ew = gto) 
VAR P(e) > ROL. A DRESE 12. 2,9 有 人 十 2)- 周 期 点 . 5| 
理 12.3 TEM. 
5 引 理 12.4 8 SEZER] EH -PREAB RHI SA 
个 4- 周期 点 . 则 了 有 一 个 让 邻 域 WS) ERE gE WC PH) RPT 2- 
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rT 


周期 点 . 

证 明 假如 /有 周期 点 .根据 引 理 12. 3. 了 有 一 个 s- 邻 城下， 
(fF, Ga TER «CW. CORA 5- 周期 点 .根据 请 可 夫 斯 基 是 
理 ,g 也 有 2- 周期 成 . 因而 在 这 种 情形 下 引 理 12. 4 AR. 

令 {ra} 为 了 的 一 个 4 周期 办 ,其 中 记过 并 过 Ps 过 Bp4; 所 
有 可 能 发 生 的 情况 共 是 六 种 . (参见 图 12. 1) 

i) Fp) = pfi) = prof) = pir fOO = p; 
Gi) Fm) = PFO) = pis fOO = pasf (ps) = prs 
GD fC pr) = prof (ps) = hofi) = pos fpr) = pi: 
Civ) FOP) = pos fC psd = Poof Gp) = pas fh) = ps: 
Cv) FC) = Pofa) = Prefs) = Pos f Gad = Bis 
(vi) FCm) = pas Pl ped = pfp) = wae fps) = P. 


eg A, ah R pa 
Er w Po PeP F -一 站 
一、 一 all naan 
12. 1 


S J= [psp pda = Lees ps ds = imp |. ERG) TBE T. 

我 们 有 

dyta 一 
在 第 人 1) 种 情形 下 ,我 们 有 

Ji s 
在 第 ( 重 ) 种 情形 下 ,我 们 有 

《Ji 一) 

在 第 (v) 种 情形 下, 我们 有 
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T ieee eo 
应 用 引 理 ?7,3 易 见 , 在 以 上 这 所 种 情形 下 ,f 都 有 3 一 周期 点 : 因此 
根据 前 一 段 的 说 明 , 这 时 , 引 理 为 真 . 

下 面 讨论 第 dv) 和 第 (vi) 两 种 情形 . 注意 这 两 种 情形 完全 是 对 
称 的 ,因此 可 以 作 类 似 的 论证 ; 不 失 一 般 性 ,下 面 我 们 只 讨论 第 iv 
种 情形 . 这 时 ,又 有 下 面 两 种 可 能 人 性. 

(A) J 中 有 一 个 不 动 点 el 参见 图 12. 2). 这 时 ; 令 JL. 
ejl =Le n WA 

Ja J > Fg J 
根据 引 理 7. 1 易 见 ,这 时 ,f 有 3 一 周期 点 . 因此 在 这 种 情形 下 引 理 


为 真 . 

(BY J 中 没有 不 动 点 .这 a, COIS 人 人、 
st > 
a = mini f(s) — z; E Jy} > 0 
另 一 方面 ,根据 引 理 11.1,f 有 一 图 iz. 2 


个 ea- 邻 域 环 . (由 ,使 得 对 于 任意 EW CBA 9? Cp) > pi f A 
个 a- 邻 域 Wes CF) EERE FLERE EW, ABA ODP > 
E = min { 61/2 ,ars es} 
设 y 属于 了 的 SBR We A=W. CON, ONW Cf). 这 时 ,我 
们 有 Pind > m EAR Pp 因此 ,存在 E Cm, pe), 使 得 
g Cz) = 2. PRB, IAT CA Fg CW CFD 
[gC2) — 2] f(z) 一 二 一 |g) — Ft) [> 0, 

所 以 z3&£g (2). 因此 :是 gg 的 2 一 周期 点 . 

引 理 12.4 HEHE. 

5] 理 12.5 设 了 是 线段 TT 上 的 一 个 连 综 上 自 孔 射 ,n 之 0 是 一 个 
整数 , WSF AER BR) ER SHRP CRM 
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Wf) ,使 得 对 于 任意 ERA PEWO. 

证 明 证 明 类 似 于 引 理 12. 1 的 证 明 的 前 半 段 ， 

对 于 给 定 的 e>0,. 根据 了 的 -- 致 连续 性 ,我们 可 以 选取 0<<5 
Lile OH, Che, HR FF I= 1,2,- ,4 一 ] ,如果 st 
EILH |se] < | fe) Fa | 6,4) /2. 

> d= 46,/2. VA FHH fo) -AR WOESE R. 这 是 因 
为 对 于 任意 x*E7, 我 们 依次 有 

[ft — gied | < 下 < 看， 
EE — POSLE — fg) |+ lft) — FG) | 
of? +E Byrom, 
if (2) — gi) | FD) Oo Tg C2) | + | FO E — yr) | 
<6/2+é6<h=e. 
1 FR AS SSR Ag EP, TEE ER A A. BE. 

定理 12. 1 的 证 明 分 为 两 种 情形 讨论 . 

(一 2s, 其 中 > 是 某 一 个 异 于 1 的 奇数 . 这 时 ,由 于 了 了 有- 
周期 点 ,所 以 产 有 = 周期 点 ,对 于 产 应 用 引 理 11.3, 可 见 疡 有 一 
A ERR WEG, EHER gEW(f?) ,都 有 (Cs 十 2)- 周 期 点 - 根据 
引 理 11. 5,f 有 一 个 eo WR WF) ,使 得 对 于 任意 ygE 杯 .(7) ,都 有 
g EWF). Mi EW. AF g” EW) ,所 以 有 (Cs 十 2)- 周 
期 点 . 因 旧 9 有 2'(s 十 2)- 周 期 点 . 据 此 以 及 补 可 夫 斯 基 定 理 易 见 ， 
4 acim 时 ,g 有 m- ABA AL. 

Gi) s=2. 410 1 时 ,定理 的 结论 显然 成 立 . 下 设 ice. 
Sr=2 7. nT fae we a 4- 周期 点 ,对 天 应 用 引 理 
12. 4 可 见 ; 产 有 一 个 #8 邻 域 W,(f,) 使 得 任意 gEWa( 产 ) 都 有 2 一 周 
期 点 .根据 引 理 12.5, 选 取 fy eo RWS) ,使 得 对 于 任意 E 
WA 人) 有 EWAF), 因而 gg 有? -周期 点 .根据 沙 可 去 斯 基 定 理 ， 


i2¢ RMA -Pa ABH 


I EE TE 


当 nim 时 ,了 有 mm- 周 期 点 . 至 此 ,定理 12. 1 证 举 . 

推论 12.1 Wri ERR LH ERR RT 
列 FFAMRPARAPRE 1 上 的 连续 自 上 映射 f. WRT F 
的 性 何 周 期 点 的 周期 都 是 2 的 方 攻 ,那么 了 的 每 一 个 周期 点 的 周 
期 也 都 是 2 ATE. 

W Rm SAT 2's- 周 期 点 ,其 中 s 为 异 于 1 的 奇数 , 那 
么 根据 定理 12. 1, 当 ;充分 大 时 ,将 有 2 ks 十 2 一 周期 点 ,这 与 
推论 12. 1 的 假设 矛盾 . 证 毕 . 


313 简单 周期 轨 和 家 小 周期 轨 


让 我 们 再 柯 顾 一 下 第 八 节 中 ,证 明 阔 可 夫 斯 基 定 理 时 用 到 过 
的 引 理 8. 1. 这 个 引 理 告诉 我 们 ,如 果 某 个 线段 连续 自 映 射 有 有 一 个 
C24 十 3)- 周 期 轨 , 但 是 它 没 有 任何 (2 十 1)- 周 期 轨 , 那 么 这 个 (2 十 
3)- 周 期 轨 必 将 困 循 极 强 的 规律 . 我 们 要 问 ; 对 于 那些 对 于 任何 
2"(24 十 1)- 周 期 轨 的 线段 连续 自 映 射 , 它 的 每 一 个 202E 十 3)- 周 期 
轨 是 否 有 有 类似 的 规律 可 寻 ? 对 于 那些 周期 点 的 周期 都 是 2 SE 
的 映射 ,情形 又 将 如 何 ? 本 节 特 要 研究 这 些 间 题 . 下 述 定理 13. 1 将 
是 解决 这 些 问题 的 关键 . 
定理 13.1 设 f 是 线段 1 上 的 一 个 连续 自 映 射 , 如 果 存 在 点 
rE i PAR a> 1. EA 
Pts) Sz < fz) (13. 1) 
或 者 
F(z) <2 S fs) (13, 2) 
ZRYW SET om A mol 能 整除 
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证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 假设 Er aR l 满足 条 件 
C13. 1) ,并 由 此 出 党 来 证 明定 理 的 结论 . 

如 有 果 对 于 每 个 1 一 1,2,…a2 一 1 FCs) >: aA a> 
Pix) ,那么 由 xz<7z) 可 依次 推进 FPG) > fa) yee Pe) > 
TES MAR FONOS a >: 这 最 后 的 不 等 式 与 假设 牙 盾 . 
因此 可 断言 ,存在 整数 :1 近 ?SS2 一 1 使 得 O 并 且 GA 
Fiz). 


令 
Flr) 
fr) = lee + A | 
TE Er) < fC) = ipren il 
Xi 


PC) = max {Tr) | file) < Ple) = 0,77, a}. 
PRL A a Fa 产 Cz3 fafa), Fae 
Cia). POI PEA EA FO). 0,1, 所 以 若 令 于 一 
[Faz), 产 (z)], 则 有 ID. 

对 于 每 一 个 i 一 0,1,…,#, 令 
(LK) Fe) 若 f(x) S a 
p Ee F(z) | Ay Fite) > Fx) 
明显 地 7. 得 根据 TO ,我 们 有 PPO P I Dery). A 
此 ,FF OE a 这 样 一 来 ,有 


Fy — f, me F, eee — f 1 — Í, 
由 于 PAAL CE AE Lio. BL 
fa — F, -e f, -> -e ee fy 


R FERREE: AAEE r Orn, BRS 
AP’ REA SaD Ft a af ie). 为 证 明 这 一 
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点 : 令 
K, = (fe) lf) Er ye = 0, l,a — 1} 
Ko = (fle) fia) S fer) t = 01 一 十 ) 
当 FK Tt: FPR FKD CoA Ah rh FC) Chee PECO E 
hao PE k AF FS OSeS fe) ,所 以 7 一 # 一 1 满足 上 述 论断 
中 的 杂 件 ; 另 一 方面 ,如 果 FCA Che A FC, CR, 不 能 同时 成 立 ， 
那么 或 者 有 FOC RAR SRI Ch. 前 者 表示 有 一 个 + 二 9,1， 
enl EE POP Osp@) masa RRA —t + =0.1, 
<n — l PE PP a e). 
现在 我 们 邻 
O [AEPD] EFESU SPE) 
7 ile pin) ay FD, Ua = fix) 
ERITI 并 且 fD Dn. WE RNS 
Fo — I, li i 
根据 引 理 7.3, 有 YEis EB Sy HARF iSt, leere ls 
r 二 1,2 一 1, 有 下 (9) ED 并且 rQel 我们 指出 y 不 是 了 的 不 
动 点 ,因为 假如 ?是 的 不 动 点 ,那么 将 有 y= PCI UR y= 
PONE L=LPG), fe) ). 从 而 导 至 y= 二 六 (x) 或 者 y 一 六 (x). 由 前 
EO FCG ays fap Sr. TERE O a, A z= 二 
户 (z) 一 #g 为 了 的 不 动 点 ,这 与 <Fz) 的 假设 耶 盾 ;由 后 者 也 可 类 
MEHTA. 由 于 产 (的 一 9 并 县 不 是 子 的 不 动 点 .所 以 作为 f 
的 周期 点 ,3 SA A m1 HH. m 能 整除 x. 证 理 13.1 HE. 
推论 13.112 f ARE! CRATER BR. Mi SA nA 
期 点 ,其 中 >] A H BO a m, linn fA m 
一 周期 点 . 则 对 于 任意 不 是 了 的 不 动 点 的 zxE7 下 述 条 件 人 1 和 (2) 
中 惟有 一 个 成 立 : 
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C1} rtf aef a) | 

(2) >f (rn) go> fila) a> f(r). 

根据 定理 12.1 «aX PEE BAB. 

我 们 先 来 指出 ,根据 推论 13. 1 可 以 重新 证 明 引 理 8. 1. 假设 
对 于 某 一 个 奇数 al 1] 线段 连续 自 有 映射 了 没有 mm- 周 期 点 ,其 中 1; 半 
1 SER ANF 的 奇数 . 又 设 了 有 某 一 个 sA P PPR a 
个 点 按 大 小 次 序 排列 并 令 处 于 中 间 位 置 的 那个 点 是 x. 以 下 分 别 
两 种 情形 讨论 . 

GQ) <f (2). 这 时 ,根据 推论 13. ] 我 们 有 raf a) 
Pa) ec fe). 由 于 = 的 左边 也 有 了 的 周期 轨 中 的 2 个 
点 ,这 些 点 必然 是 fF?) PC) ee PO), 此 意 即 aar, fi) 
Lry fa) <a. 对 于 性 何 奇数 bck 2,8 F PS 
FPDP), RABID 13. 1,99 

PUG) = FAP) = fois) < fz). 
因而 我 们 有 


rL fila) fC) <li <p ) 


类 似 地 ,可 证 
PG) SPA << Pe) <a. 
因此 ,在 这 种 情形 下 有 
PF PT) 
L F L F a A T a <P) (13. 3) 


GD >f a). 完全 类 似 的 推 证 指出 ,在 这 种 情 下 有 
六 ZTE 
< (13. 4) 
以 上 就 是 引 理 8. 1 的 内 容 . 为 了 推广 这 些 结论 ,我 们 先 陈述 简单 周 
期 轨 的 定 六 .这 完整 的 定义 是 按 归 纳 诛 则 给 出 的 . 
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AY ERE By n= 1,3.5,7, +, oe Bee oe aR f AY n- A 
轨 > 称 为 简单 eR Ro) 2=1, 即 己 是 了 的 不 动 点 ,或 者 
6) # 祈 1, 并 且 P 中 存在 点 x 满足 不 等 式 (13. 3) 或 不 等 式 (13. 
4). 

假定 对 于 某 一 整数 0 任意 线段 连续 自 映 射 了 的 简单 a- i 
期 轨 已 有 定义 ,其 中 # 汪 1 为 任意 奇数 ,我 们 定义 简单 2+'s- 周 期 轨 
如 下 : 线 眉 连续 自 上 映射 了 的 2+'s- 周 期 办 P= {751 ote yo at, ) 称 为 
Í 的 简单 2’ +n Fel HAS 如 果 (zistart Los 和 (za+rlyzsn+zr 都 
是 了 的 简单 2%- 周 期 轨 . 

根据 上 述 定 广 , 我 们 给 出 一 些 简单 周期 轨 的 例子 ， 

C1) 任何 不 动 点 都 是 简单 周期 轨 . 

‘2) 任何 2- 周 期 轨 都 蚌 简单 周 期 轨 ， 

(3) {Ef 3- 周 期 轨 都 是 简单 周期 轨 ， 

(4) 图 12.1 中 给 出 了 所 有 可 能 的 六 种 4- 周 期 委 的 图 形 , 其 
中 Kiv) 与 4vi 两 种 情形 是 简单 周期 轨 而 其 他 情形 则 不 是 ，. 

(5) ”条 单 7- 周期 轨 的 图 示 可 参见 图 8. 1. 

(6) 简单 人 周期 轨 的 图 示 参 见 图 13. 1. 

(7) 简单 &- 周 期 轨 的 例子 的 图 示人 参见 图 13. 2. 


Fo 13. 1 
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图 13. 2 

我 们 现在 来 着 手 解 决 本 节 开 始 时 提出 的 问题 . 

推论 13.2 设 了 为 线段 了 上 的 一 个 连续 自 映 射 . 又 设 对 于 任 
fal ay St # 放 1,f 设 有 周期 甩 . 如 果 {xiw* ,x2m) 为 了 的 2m 一 周期 
Po rn Ain e HA a Sl ATER BR, Mae) RB 
{amts 9Tzm} 都 是 f? AY m- 周 期 办 . 

证 明 我 们 先 措 出 了 (zri) 壮 xt; 是 不 可 能 的 . 因为 如 果 
Fiant) En BR ETE 12. 1 W tn OF et) te 
vt) 这 将 与 在 周期 办 {x,…: pen} PA 
A Cm /2— DART tet T A REVIRA anti) ra. 根据 推 
论 12.1, faat) Cimi s f? Cong) ang 1 t S Peng) C En A 
WE, {2130s En} = {F Canti oF 由 此 易 见 
{ritt fa E F AY me — jA RA AL. EE YE (aati stem} HE T BY 
m— 周期 轨 . 证 毕 ， 

定理 13.2 设 f 是 线段 I 上 的 一 个 连续 自 上 映射 . RR SA 2 
一 周期 点 ,其 中 te 0 为 任意 整数 ,>>1 为 任意 奇数 ;并 且 对 于 一 切 
m <j ing RA m— FRA. 则 了 的 任意 2'x- 周 期 轨 都 是 简单 周期 
ah. 

证 明 X: 作 归 纳 以 证 天 这 一 定理 . 当 一 0 时 本 定理 的 结论 
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由 引 理 8. 1 给 出 (本 节 又 重新 给 予 了 证 明 ). 假定 当 NSO 
本 定理 上 成立. 下 设 f= N 1. faces ort oY F A 2*+1n- 周 期 轨 . 
根据 定理 假定 ,可 见 了 没有 以 大 于 1 的 奇数 为 周期 的 周期 点 . 应 用 
推论 12.2 可 见 faites ewa, | A (een Beet ae ote", Bde S 
的 2% — Jal Sh ,根据 归纳 假定 可 知 , 它 们 都 是 简单 周期 轨 . 因此 ， 
根据 简单 周期 轨 的 定 祥 ,zy…yzray 是 了 的 简单 周期 轨 , 证 毕 . 

定理 13.2 回答 了 本 节 开 始 时 所 提出 的 第 一 个 问题 ,推广 了 引 
理 8. 2 的 结果 . 以 下 研究 第 二 个 问题 , 即 对 周期 点 的 周期 都 是 2 的 
方 宪 的 映射 ,讨论 有 关 简 单 周 期 轨 的 问题 . 最 化 的 结论 见 定理 13. 
3. 

引 理 13.1 设 了 是 线段 了 上 上 的 一 个 连续 自 映 射 ， 

(1) 如 果 了 没有 3- 周 期 点 , 则 了 的 任何 4 周期 轨 都 是 简单 局 
期 轨 . | 
(2) ”如 果 了 有 3- 周期 点 ; 则 了 有 一 个 8- 周期 轨 不 是 简单 周期 
ih 

证 明 (Dit s RA 3- 周 期 点 . fai teeta styf ty) ayy 
2 是 了 的 一 个 4 周期 轨 . Bid f(s) > 2s, TE 13.1.4 
PD an 从 而 Pe) Sf Crs) =u. 这 与 {ziyzryzyz 为 4 一 周期 
FS. 因此 fs)<m 再 所 推论 13. 1, 有 fa) <a. 因此 
[zoz } = (f(z) (zx3)}) 是 开 的 2- 周期 轨 , 它 是 简单 的 , fe ee 
{zs374) 二 (fled. fC) EER AA 2- 周 期 轨 . 据 简 单 周 期 轨 的 
定义, (totp TIt) 是 简单 的 -周期 轨 .. 

(2 假设 了 有 3 一 周期 点 . 令 { 人 zi1yt2 24) prime, Ee f E 
个 3- 周 期 轨 . 不 失 一 般 性 ,我 们 假设 fF) 22 fas & Flas) 
=z. CRGA fa =ar f a) = R Sa) Sa 在 这 种 情形 
下 ,所 有 的 证 明 都 是 类 似 的 . ) (参见 图 13. 3). 显然 ,这 时 我 们 有 
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Lzr zj] 一 ,因此 ,有 了 的 不 动 点 eE Ce). XAF. a] Le, 
zsj, 所 以 有 了 的 2- FAR ps ,Pp:) 满 中 条 件 pt EE (x,x2) 及 pp le， 
vy). $ hS [esp] d5 Pist: ilre] 5 Lev pz | =| pn]. 
我 们 有 


l — ih — I; — h — hL — h, — l — i, i. 


a ha I 


TD eT pa et eee eel 
i d fy fy, Is 


zt 


图 13. 3 
根据 引 再 7. 3, 有 wet, 使 得 Py) =g FFA fly) Ch FP DE 
DP Cx) CF, sft Cayo) ET f Cyd € f (yo) EMF god Els. BER 
HE yo Æ F KJ 8- 周期 点 ,并 了 秆 崩 显 地 有 
六 (的 fg <P yo) RF < fp) < fi Cae) 

显然 了 闻 的 4- 周期 轨 GOD P G E yo) ,了 (yo)}) 不 是 简单 周期 - 
mh. 因此 .根据 简单 局 期 轨 的 定义 ,了 的 3 周期 轴 
(pf Po 不 是 简单 局 期 轨 . 证 毕 . 

定理 13.3 设 了 是 线段 了 上 上 的 一 个 连续 自 上 映射 . 刚 了 的 局 期 
点 的 周期 都 是 2 OE. SAS FA Bh Bee E SA. 

证 明 APRA UF ER EH BR mS ORR 
恨 连 续 自 映射 9 的 所 有 2m 一 局 期 轨 都 是 简单 周期 轨 , 那 么 的 所 
有 mm- 周期 轨 也 都 是 简单 周期 轨 , A (yo FE gz 的 一 个 
m— FORA RL. Di age} U fea gan) TEE g 的 简单 2m- 
SP. ,根据 简单 周期 轨 的 定义 , 它 蚌 9 PA TS FF. & 
见 Cysts sm} Fe ge BY i AS Pa A FP BY PS. RS EE 
go 的 简单 局 期 轨 . 

现在 假定 了 的 周期 轨 都 是 简单 的 .任意 综 定 整数 Ne. 重复 
地 应 用 前 一 结论 ,由 于 了 的 2- 周期 轨 者 是 简单 周期 轨 ,所 以 F 
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的 2"? Jap Ma) Oe eB OM, Mo fy 2” a A 
GL. ,最 后 得 到 f* 的 2-5 SLRS MAP. 根据 引 理 
12. 1,f 没有 3- 周期 点 , 旭 了 没有 2*3 周期 点 .由 于 w 是 任 取 的 ， 
并 根据 沙 可 去 斯 基 定 理 , 立 即 可 知 了 的 周期 点 的 阁 期 都 是 2 的 方 
FE. 这 证 明了 定理 13. 3 的 一 半 . 

为 证 明定 理 的 另外 一 半 , 我 们 注意 ,根据 推论 13. 2 和 简单 周 
期 轨 的 定义 可 知 ,如 果 线 段 连续 自 映 射 没有 周期 点 以 大 于 1 的 
奇数 为 周期 W g 的 m- 周 期 轨 都 是 简单 局 期 轨 时 ,9 的 2m- 周 期 
轨 也 前 是 简单 局 期 轨 , 其 中 m>0 为 任意 整数 .假如 了 的 周期 点 的 
周期 都 是 2 的 方 竹 , 则 对 于 任意 整数 入 汪 0, 了 ,9,…, 产 的 周期 点 
的 周期 也 都 是 2 ROT. 显然, 产 ”的 所 有 2- 周 期 轨 和 1- 周 期 轨 
都 是 简单 周期 轨 . 因此 ,f* 的 所 有 4- 周期 轨 ,2- 周 期 轨 和 .1- 周 期 轨 
也 都 是 简单 周期 轨 , 产 ”的 所 有 8- 周 期 轨 ,4- 周 期 轨 ,2- 局 期 轨 和 
-周期 轨 也 都 是 简单 周期 轨 ，…- 特此 ,经 有 限 步 骤 之 后 ,可 得 了 的 
2*+:- 周 期 轨 ,2>+-- 周 期 轨 ,…，2- 周 期 轨 和 1- 局 期 轨 都 是 简单 局 期 
H- PON 是 任 取 的 正 整 数 ,所 以 了 的 所 有 局 期 轨 都 是 简单 周期 
轨 . 至 此 ,定理 证 毕 . 

深入 的 研究 表明 ,定理 13.2 的 结论 在 很 大 的 程度 上 可 以 得 到 
加 强 . 为 了 阐述 相应 的 结果 ,和 完 陈述 以 下 定义 :线段 连续 自 映 射 了 
的 简单 2%- 周 期 轨 , 其 中 / 污 0,n 守 1 为 奇数 , 称 为 了 的 极 小 2m- 周 期 
轨 , 如 果 将 这 个 周期 轨 中 的 Zr ARREA ENE M BUE HEA, iE 
它 的 {! 接 从 小 到 大 的 顺序 ) ,第 如 + 二 1)72 个 点 为 CL, Oi! — 
1. Wy 

{Coase p= {0 ,FOG te FCO) | 

对 于 某 一 个 0sa< 2 一 4 成立. 显然 ,所 有 简单 2- 周 期 轨 和 所 有 简 
单 -周期 轨 , 其 中 all 为 奇数 ,都 是 极 小 半期 轨 . 图 13. 4 PY 
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是 一 个 简单 的 然而 并 非 极 小 的 5- 周期 轨 的 例子 . 市 图 13. 3 中 画 
HAR fed Be 6 周期 轨 却 怡 是 一 个 极 小 6- 周 期 轨 . 


图 13. 4 

PRA AS EE RTT AB PT SB aR E 
TRAKA » FLUE AH ARB 

定理 13.4 RS PRE] LH THRE RH. RASA 
2'n— FHA SL AP 0 为 任意 整数 ,a 关 1 为 任意 奇数 ;并 且 对 子 一 
切 in<]2'n, 了 没有 严 间 期 轨 . 则 当 2 天 6 时 ,Ff 的 每 一 个 n- A 
都 是 极 小 周期 轨 . 

定理 13.5 fee! LA-MERA RH. & fA tA 
期 轨 , 则 Fe APR se SL ,其 中 上 上 为 任意 正 整 数 . 


附录 ”关于 周期 轨 及 沙 可 夫 斯 基 序 的 
进一步 的 研究 及 有 关 文 献 


周期 轨道 的 存在 性 ,稳定 性 及 其 结构 ,是 动力 系统 研究 中 十 分 
被 人 关心 的 课题 . 特 尼 是 沙 可 去 斯 奉 定 理 的 发 现 , 合 这 全 方向 变 得 
By 7h BRR. 

EPEAT AIHE AY Sarkovskii( o> WOK OM AED HE OR 
T 1964 #043). {E Æ t LEA le ARR ATE RB. 1975 
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年 ,Li 和 Yorke 在 《美国 数学 月 刊 # 上 人 发表 了 一 篇 题 为 "周期 3 BS 
着 混乱 ”的 短文 [44], 黄 中 证 明了 沙 可 夫 斯 到 定理 的 一 个 特 就 ( 即 
本 书 第 七 节 的 定理 7. 5 一 者 线段 上 上 的 连续 自 映射 有 3 一 周期 点 ， 
则 有 有 任意 有 -周期 点 ) 引 起 了 广泛 的 兴趣 .随后 ,1977 =, P. Stefan 
BCR MAL TSAR AT Ee ae 
沙 可 去 斯 基 定 理 广 为 人 知 . 

ET HEES Y TM LAR HY TAM REBAR 
= T wee. | tu .M. Osikawa 5 Y. Oono H C46], L., Block #2 nN AS 
作 的 [47] ,Ho CW. (E $ 4S G. Morris 的 [48] ,能 金城 [493，: 

本 书 第 妃 节 谈 到 了 单 参 数 的 单 本 函数 族 中 ,周期 轨 的 性 质 随 
BR RCW RM SARE RE RY WE, E Bee 等 多 
个 学 科 引 人 注目 的 费 根 堡 (Feigenbaum) 现 稼 ,这 方面 ,除了 MM.J. 
Feigenbaum #4 /F #6 x #050), C51) 9+, 36 T EL oe P. Collet 等 三 人 
H C52], M. Campanino 和 H. Epstein #'£531,0. E, Lanford #4 C54]. 
SILP FEE 9l ERRERA- SRA RSE. 我 们 的 证 明 
是 参考 了 A. Arneodo 等 三 人 的 文章 [555 而 改写 的 , 在 P. Collet 和 
J. Eckman 合 著 的 一 本 讨论 单 峰 函数 的 途 代 的 书 556] 中 ,可 以 找到 
定理 9. 1 MA AeA A ERR REAP ANE TER. 对 于 
AY CO Be RR BA a OH MOB] HO L. Block 7 D. 
Hart #057). 

本 书 第 十 节 介 绍 了 线段 上 的 再 蹄 映射 ,并 且 使 用 了 各 最 动力 
系 的 上 方法 . 这 又 是 动力 系统 研究 中 受到 普 访 关心 的 问题 之 一 .但 出 
Smale 所 开始 引进 的 “马蹄 ”本 是 二 维 区 域 上 的 自 辣 胚 , 关于 二 维 
A EBENE. ARS ERTS A. Pw Z. Nitecki bC, iK 
J E WE C58, 5K Pn He AY ta k ay fet de ak Œ C597, (601, 
Moser $ h 7 tS MEN PH OR S. 
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杰 书 第 十 一 区 出 讨论 有 关 沙 可 去 斯 基 定 理 的 一 个 反问 题 . r 
论 中 所 用 到 的 技巧 出 于 P. Stefan-45]. HRA PRA RA 
在 Z. Niteckif62] 与 杨 润 生 [690] 中 都 曾 论 及 .另外 一 个 映射 , 它 的 动 
AGRIC REARS RH CNA NRA RA 
2 Re, WY) de H. Chuck ED ft Re oe He C649 ae E 2 

RNER TOP PHR TRAD WT ARR REN A A 
而 一 关于 周期 轨 在 微小 抗 动 下 的 稳定 性 问题 .该 一 节 的 主要 结 虞 
属于 L., Block(65). 

第 十 三 节 中 讨论 简单 周期 轨 和 各 极 小 周期 轨 的 存在 性 问题 . 一 
个 mn- 周 期 轨 z fz) ee ,了 -1'(z) 有 着 两 种 自然 的 顺序 ,一 是 按 迭 代 
的 沈 数 来 排 ,; 男 一 是 按 这 些 点 在 区 间 中 的 大 小 来 排 . 这 两 种 顺序 的 
相互 关系 比 牵 单纯 的 两 种 周期 轨 便 是 简单 周期 轨 和 和 极 小 周期 轨 . 
简单 周期 轨 的 概念 最 旱 由 LL.Block566] 引 进 ; 极 小 周期 轨 的 概念 的 
引进 则 应 归 劝 于 W. Coppel[67] 和 C. Hol68). 本 节 中 ,定理 13. 1 
E 于 了 .Li,M. Misiurewicz, G. Pianigiani, 种 J. Yorke[69], 我 们 以 为 
用 定理 13. 1 来 证 明 以 后 的 诸 结果 是 十 双方 便 的 . 定理 13.2 则 属 
F W. Ceppel(67) #1 C. HorB68]. 定理 13. 3 的 征明 首 先是 由 二 ,Block 
[66j 给 出 的 .本 节 最 后 所 介绍 的 定理 13. 4 Ae et RCT OD ae i 
给 出 ,一 个 较 定 理 13.4 销 弱 的 结论 旱 些 时 候 由 二. Block fr D. Hart 
[71] a. 5 k A E HH RX BI A J. Libre 和 A. Re V tentos 
(72), C. Hol(73) ik F AR n E ECA, a2 =. 

PA o s M FAA E AEREAS RS RAA 
种 . 对 于 圆周 S; (HES SRE WTS - SRARUTYTAME 
定理 的 结果 呢 ? 这 自然 是 一 个 容易 想到 的 问题 KTR a E 
AG HAR YH T HA OL. Block & A #047), 5078] 以 及 工 .S. Je- 
fremoval76],M. Misiurewicz (7712. 
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5 题 


A Ee FE GO, 1 上 的 连续 函数 了 (zl): 它 有 7- 周期 
8 但 没 有 5- 局 期 扎 . 
斌 举 出 -- 个 这 样 的 [0,1] 上 的 连续 函数 f(x); 它 有 8- 周 其 
o,f 2A 16- 周 期 点 ， 
变 举 出 [0,1| 上 上 这样 访 连 续 肖 数 ;: 它 有 6- 周 期 点 ;了 亿 对 一 切 
ATi pinki rE E, 
AE O, 1] ii HE d E Aa A — = CEH 01,2, 
DCA an RAA EARTH m MAA mA. 进一步 
Ml. HE T AER EHE — PRE T 能 不 能 找到 过 样 的 一 
A a hy BE? 

证 :于 一 及 ZAR OM MCR £4—7 Bok HH. M= iz, 
enr ng, A rn rece <a, EB oo (2,3 (k= 0,1,2,¢, 
8 一 1 各 不 相同 ,该 证 下 列 西 情形 必 拓 其 一 ; 

G) A atx Sale, E 

Cre Jnn Lee, jEr Cer] 5) 

GD 有 zr] 
如 果 TDR] LEA, CT- RAAR H, E S t 
BIRT OT ENERE? 

40 RRA Tb pe a Be fr) 4 BS A Ba aR. 由 
P0149 BF A DFE TE EWS. 

i / bap Bak xz) 有 8- 周期 点 而 没有 16- 周 期 点 ， 则 

站 21 一 定 有 一 个 人 -周期 轨 , 一 个 ORK PRA 
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i] ik) A 40 F 45 MK OB 


28 Ib Bek Pe) Ay 2n- Rl MH. fm AH 
2n 周期 轨 2 <a <<a, rn 使 得 在 映射 了 之 干 :1， 
ayer ty APE Aaa tee eettt tee) TRIES. 
TIRRI BB HE 


RE 
D 


| . 
gir) 一 一 FEAA 一 Ar)? 


gO = 1, Sgin sl, 
(AG (0,1t..2 E€F- 1,1) 
UR PRE RMR AR AP (AKA RH. SHB 
$F Bg AA ba. pA iy 2-H A 
任何 2p BM AE pol ZR. AWS. 
9.10 AKERA.: 
Der (Os. re > 
f.r) = 
t — alr 一 >? OF oye ttt oye ue oo Fd) 
P fale) 8) Bl mo RAR ey 
9. :1 ARERR 
| ine a 


Ax = ey CEEE 


pir) = 
| 
iti — —) 4 
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中 fx) 的 周期 轨 当 上 增 大 时 出 现 的 顺序 . 
10. 12 RAT MH 10. 1 中 之 (zz 的 m 一 周期 总 的 个 数 ， 
10. 13 该 计算 例 10.2 中 之 Cx) 的 一 周期 点 的 个 数 . 
10. 14 对 于 全 10. 1 中 的 函数 ptr 该 证 明王 列 事实 :存在 无 穷 
多 个 这 样 的 +z, 使 上 直列 {7 (7T) 1 在 L0,1] 上 稠密 
10. 15 AFH 10.2 中 的 函数 7), 试 证 明 下 列 事 实 ; 存 在 无 窍 多 
个 这 样 的 ROO ZL gs LEA AMA AE AF 
LACE) ég HFR A. 
10.16 Rig: #101 P) pr, AAR HOLL ArT 
iA E g H: 
(让 对 任意 的 加 .yz 已 8， 有 
lim sup Fp" Cy) — pt | = = 
lim inf |p Cg) 一 人 | 一 
GD HEE yE P pjt A m EME, to, 
J 
16 
iim inf (p*Cy) 一 (am = 0. 
10.17 设 了 是 线 肯 [0,.]] 上 的 一 个 连续 自 映 射 . 我 们 定义 线 般 [0， 
1j 上 的 一 个 连续 自 映 射 竟 序列 FO FY pene FO gene do F 
站 一 了 下 
f° "WM REG AR, . 
证 明 ; 对 于 线 自 [0,1] 上 任意 连续 自 映射 1, 映射 序列 了 0， 
FD FO oak ok PR eB we A st. 
11.18 ig s ARR Sw Ato WH. 证明， 
C9) 对 于 每 一 个 i 一 0,1,2,'" ot 有 和 且 仅 有 一 个 2- 周期 娄 


lim sup | p(y) 一 Ptr) | = 
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C0)at 的 周期 点 集 Pest) AR 

COPO POA RAZR AP PCO A POD E. CE 
9 (c) & (BD , 12 (5) 65 WE HHL.) | 

Cd) 4k 7 & POH —PCst). Ws PRE eo 0, Re nO RG 
[se iry — r |e, 

Ce) A K =P si) —P(st). 则 KOSE ALAT kti 
B K A KOCK CRS. 

DA K=P— PCat). WS PEE rC Kr 指正 向 轨 

Orr) = {r str) sE (7) 00 R On re oF T E. 

(9) 设 ?EE P(st)— P(st). WAP TEE >. ARR NEU 满足 
下 述 素 件 : 任 给 整数 moO AA mF ND 
Kmesm+1l,--,m+N—-1 PF RA- PM a 使 得 
| sha (Cr) —r| <ce. 

CO rE (0,1 ]—PCst), WAP I x, st(x) at? (x) on HET — A 
ke ok T AP Fi) de St T PCat) — Pst) F 49,4,. Ath 40% ce 
[0,1 MAR rta st? (2) A ASF APS F iz, 
R} rE PCat). 

14.19 AGO, #4 


_ i I-A 

Poa (2A — A at (ELON > 1D 
gir) = ) 

— r 

{4 ‘rE[2,11) 


求证 :g(x) 有 (C2n 十 1)- 周 期 轨 , 但 没有 (2s 一 1)- 周 期 的 ， 
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第 二 章 周期 点 概念 的 推广 


设 S 是 了 的 :一 个 周期 罗 , 则 > 中 的 点 在 了 作用 干 仿 查 为 & 中 
的 点 ;而 且 5 的 每 个 点 部 是 芒 中 基点 的 像 点 . M SCS) =, Bp 
S 是 了 的 一 个 不 变 子 集 . 

映 话 的 不 变 子 集 对 动力 系统 的 研 充 十 分 重要 . 这 是 因为 ,在 相 
应 的 物理 过 苦 或 其 他 有 实际 意 立 的 变化 过 程 中 ,不 变 子 集中 的 元 
素 所 对 应 的 状态 ,往往 不 是 那些 瞬间 请 失 而 不 再 现 的 无 区 紧要 的 
“ 百 态 ”而 是 六 们 所 关心 的 所 谓 非 逃 渔 状态 , 即 恒 态 ， 

局 期 轨 只 所 过 是 最 简单 的 对 变 子 集 . 人 们 进一步 研究 了 更 一 
REPETE.: EOAR. o PR AES RRM 
等 . 这 些 点 集 之 同 的 关系 ,以 太 映 射 在 这 些 点 人 虞 上 的 性 态 ; 纲 深 丈 
地 揭 承 出 由 映射 生成 的 动力 系统 的 性 质 . 

一 般 膏 来 ,本 章 内 容 悄 十 一 维 动力 系统 研究 中 较 深 入 , 较 专 门 
的 部 份 . 感 到 困难 的 读者 可 雇 跳 这 去 直接 读 下 一 章 而 不 会 有 任何 
不 便 之 处 . 
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S14 回归 点 


上 所 请 某 一 瞎 庙 的 周期 点 ,上 访 是 经 过 这 个 映射 作用 有 限 奖 ,仍然 
返回 原 处 的 那 了 种 点 , 如 果 将 上 名 中 “返回 原 处 ?这 一 条 件 稍 徽 放 宽 
一 点 , 改 为 “任意 接近 原 处 ”, 便 得 到 了 回归 点 的 概念 . 其 精确 定义 
如 下 : 

设 了 是 线段 1 上 的 一 个 连续 自 上 映射 .点 xzE7 称 为 子 的 回归 
KA SUR FEE 0, FE nO 使 得 | 站 C(x) 一 zx | <e. 

我 们 用 PCf? 表 未 子 的 周期 点 集 , 用 RD) 表示 了 的 回归 点 集 . 
显然 ,回归 点 的 概念 是 癌 期 点 的 慨 售 的 推广 ,也 就 是 

3| 理 14.1 P(f)CRCF). 

i ,是否 存在 着 不 是 周期 点 的 回归 点 呢 ? 准确 些 说 ,是 否 存 
在 线段 连续 自 脆 射 了 ,使 得 PP) 是 RCM ATR? Ri Ae 
一 下 第 二 章 习 题 11. 18. 在 这 个 习题 中 ,问题 te 说 明 吏 迭 共 映射 地 
的 周期 点 集 是 一 个 可 数 集 ,而 问题 tc, 和 (0 则 说 明 吉 的 不 是 
半期 点 的 回归 点 形成 一 个 康 托 完全 集 ,也 就 是 说 ,对 于 吏 选 芬 脆 射 
tis AAS HY APR SeS 

ARCHOS Se AS BK. 在 这 
之 前 , 先 给 出 几 个 关于 司 归 点 集 的 重要 结论 ， 

引 理 14. 2 点 z BR! LABS AR SAT was 
HARKEN SC) FPG) ee REPEC BY OR. 

引 理 14. 2 和 下 面 的 引 理 14. 3 的 证 明 都 是 容易 的 , 留 给 读者 
去 完成 . 
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gjg 14.3 设 了 是 线 包 1 上 的 一 个 连续 自 上 映射 . 则 
PCDSPO, =L Re 

引 理 14. 3 说 明 周期 点 集 是 “可 选 代 的 ” 然而 ,回归 点 集 是 否 
ae APTA TRAN TE? 店 答 是 肯定 的 (参见 定理 14. 1). 但 证 明 却 不 
是 显然 的 了 ， 

定理 14.1 设 了 是 线段 了 工 的 一 个 连续 自 且 射 . 则 

ACS ISACH) we— 1.250" 

证 明 BR Re RTA RCP CRC). 以 下 证 明 RCF) 
TRO). Hc RC), 据 引 理 12.2, 序 列 z, 了 C7) Pa) 有 一 个 子 
序列 收 敏 于 >z. 设 这 个 序列 为 f(z) fe (2) ,对 于 每 一 个 1 一 1， 
2 中 0 和 < 由 于 从 0 到 # 一 1 中 国 只 
A n TB BP EAR ror ee J + PE Sl] rnern 0 FE -个 
Osan, 使 得 mm 一 六 一 光一 7 因而 序列 £% (2) fe) A 
列 

fhir) —— x 人 一 oo) 
AHP sm, Skate. (LAE r HIFKE CL. 选取 s 使 得 fe (zx) 
© U1. 根据 fis BESE ARAS r AK UCU eR fe UD 
CU FPR 所 使 得 ft, (2) EU ay 依次 这 样 作 下 去 ,经 过 有 限 
H G@— DA Ze RBA Te PMS r MARL 1.2.8, 
LA Rn PRR ss 它们 满足 条 件 : 

(1) VDU D- DU,; 

(2) Pa DCU, 6g = l2, a 1; 

(3) fi @I EU, j=l, 2, 

这 样 一 来 ,我 们 使 有 
fy ye SC) E 0). HERR, + a, + + + 3, = O(med r). 
以 上 表明 r RCP). Am ACS CRC) ERLE. VEE. 


第 三 意 RRR 145 


前 面 说 过 ,回归 点 有 可 能 比 周 期 点 多 许多 ,然而 回归 点 与 周期 
点 却 有 着 密切 的 关系 .下 面 的 定理 表明 ,每 一 个 回归 点 的 任意 邻近 
都 有 周期 点 ,也 就 是 说 ,每 一 个 回归 点 或 者 是 周期 点 或 者 是 周期 点 
的 聚 点 . 在 给 出 定理 14.2 之 前 ,我 们 先 来 证 明 一 个 对 于 研究 郴 数 
HERS A A SEE. 

引 理 14.4 WS RAR! LY -PREAORW BP 
一 个 子 区 间 ( 无 论 是 开 的 , 闭 的 或 者 半 开 半 闭 的 ). 如 果 了 中 没有 上 了 
AA RA BH Ppp OS LARA 

(1) 对 于 任 问 一 个 正 整 数 mw 下面 两 个 条 件 中 总 有 一 个 成 
z. , 

(1). 对 于 和 任何 xEJ, f(r) >. 
G» HFH EJ, PEA, 

D 下 面 两 个 条 件 中 总 有 一 个 成 立 : 

(2). FFE IER n AE ccd, RE POE J, 便 
有 f(z) >=. 

(2). 对 于 任何 正 整 数 和 和 任何 eC J, RE PACT AE 
有 Pace. 

证 明 O0 用 反 证 法 , 假使 (1) 不 成 立 ; 那 么 就 有 一 个 正 整 数 
n ERG MORL 都 不 或 立 , CL). BAY BREA ned. 
BP GIS) 不 成 并 ,意味 着 有 一 个 zr CT ER FC) eae. 
显然 ,等 式 TOE) 一 zi 或 让 (xz) = 二 zz 中 如 果 有 一 个 成 立 ,那么 J 了 中 
A RAS. 因此 Pa <n fC) >. HES BAT 
Uta 和 zs SE. Aly BES Pe Poy 也 就 是 讽 了 中 
有 出 期 点 ,与 假设 矛盾 - 

(2) 用 反 证 法 .假设 it2) 不 成 立 .那么 (2), M2). 都 不 成 立 . 
(2). AB BRE. RE : 
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(4 存在 -- 个 正 整数 四 和 一 个 DEIR Maes 并且 
f" (4) } 2). 

(2), AE Y. KS 

(8) 存 在 一 个 正 整 数 ws A mel, EE fee) es FA 
Fi Cra) 22. 

由 于 Pia =a, BE PCa} re, AA BS OF PRE RA Hk 
RR FS PPAR f(a <a, 和 fe.) > 2. 

HF c ,根据 本 引 理 结论 (1) ,我 们 有 ;对 于 任意 ce 
J Pia AF MGdEes. A 

Pay) = fad) < f(a) <a. 
再 根据 本 引 理 结论 1) ,可 见 对 于 插 意 EJ, aA 假若 我 们 
WEAR S Mf FEE AER eS, fs Cr) <a. 那么 由 于 六 
(Hoey RIA 
FP a) = Fa) <i (a) <a, 

ARRET | A He 1) A ERE Ee FOO (2) <a. 因此 , 根 
据 妇 纳 原 则 ,我 们 得 到 结论 

(a) Xt FALSE BW EME Bre pl Ear. 

通过 完全 类 似 的 推导 ,我们 又 可 以 得 到 结论 

Cb) ERE ER AEAEE, Par. 
AAMA E OA e GOMAT aH. AAR BR cel, Re 
Ca) ae fo" (2) < 之 x; 而 根据 (6) 网 有 Pe) se. RH RRR 
REAR EAT A eS Pe COR. 至 此 , 引 理 
14. 4 TER. 

引 理 14. 4 我 们 以 后 还 要 多 次 引用 . 为 了 方便 起 见 引进 如 下 术 
语 : 设 fCI 是 一 个 区 间 ,; 如 果 J ESE 14. 4 中 的 条 件 (2),. 我 
们 则 称 了 是 《相对 于 映射 /而 言 的 ) 正 型 区 间 ; 如 果 满足 该 引 理 
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— en EE M A d a me 有 


PAREC iPr 了 是 负 型 区 间 . 这 样 一 杂 引 理 14.4 可 以 
表述 为 ;没有 周期 点 的 区 疗 或 者 是 下 型 的 就 者 是 负 型 的 ， 

定理 14.2 设 了 是 线段 1 上 的 一 个 连续 自 映射 . 则 了 的 每 一 
个 回归 点 或 者 是 周期 点 或 者 是 周期 点 的 侣 点 - 从 而 ,RC 一 POF)， 
CPOE A PUA ROB) 

EBA HME RES RAs RRP 
SSRN. EB FEA eo 0 RETR TP RE gele 的 点 
y 都 不 是 局 期 点 .注意 ,点 集 

J = (y E || r| e 
FY BEEM asc), A BEIN Cb], WPA IN (cd), Weft asb Gt Rh 
EITHA. Aiit. 是 一 个 区 间 , 在 它 里 面 没 有 周期 点 . 
因而 根据 引 理 14. 4,: 或 者 是 正 型 区 间或 者 是 从 型 区 间 . 不 失 一 般 
性 假设 J EEN E A]. 

RHEE VEL BE 8 BY A AAE n 0 EB GE, H 
FJ BRS ey PrE ected. & 

ó = mini |f a) — x]. | fide) — xf}. 
Galiei FER A e 不 是 网 期 点 . > A BV i BTE PI E, 
FR aoo TE fee) —3(<e. BEE OEM. ee HA 
firlay< fia), & wa, ama Og aH f Ca). IF vos RA 
PPECIFHA rD <y 这 与 了 是 正 型 区 渣 的 假设 矛盾 . 这 就 证 
明了 定理 14.2 的 第 …: 个 结论 . 

根据 已 经 证 明了 的 这 个 结论 ,以 及 引 理 14. 1, 我 们 有 

POA CRG CPC 
因此 
P(f) = RCP) 
fe HE HE. 
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推论 14.1 设 了 是 线段 1 的 连续 自 上 映射 .如 果子 的 悄 期 点 集 
Pe AA FARE RST RP. Mit 
RCFE SB. 

证 明 由 于 2 人 1 是 闭 集 ,并 根据 前 一 定理 ,我 们 有 

PCF) CRO) CPG) = PCF) 
因此 RC FI = PCF). 由 此 可 见 Rf) 也 是 闭 集 . 证 毕 . 

推论 14.1 KJi—P abt pe A OO RR ST Of BS TALS AB A A 
点 ,那么 了 的 周期 点 集 为 闭 集 . 这 个 道 傅 题 是 对 的 ,我 们 将 在 后 面 . 
HERR E. 现在 我 们 来 指出 抽 期 点 的 半期 对 于 期 点 集 和 回归 点 集 的 
深远 影响 ， 

5| 理 14.5 设 了 是 线段 了 上 的 一 个 连续 自 映射 .如 果子 有 一 
个 3 一 周期 点 ;那么 了 的 回归 点 集 8 一 定 不 是 闭 集 ;从 面 ,根据 
推论 13. 1, 的 半期 点 集 P67) 也 不 是 闭 集 . 

证 明 ”在 这 全 引 理 的 证 明 中 我 们 将 要 用 到 在 第 七 节 中 出 现 过 
的 一 些 记 导 .技巧 和 结论 

(Ri pistes pat f 的 一 全 3 一 周期 办 ,吉之 之 ps. 以 下 两 种 
可 能 性 中 总 有 一 种 成 立 : (参见 图 14. 1.) 


i | 
Pi p Fa pi ~ 二 人 Ps 
fl 14.1 


(a) FUR) = pos fF (potas VAR Tops) = Pi; 
(i) fp = ps fl p= LAE Fp) = pa. 
不 和 兴 一 般 性 ,假设 tq) 成 立 . 今 7 一 | msp h= [| po. Ps | 我 们 
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Ti 一) 


| — IÊ, — 一 


— 
RIES E 7. 3,8 hel, EA PO) = 二 如 ;并 且 对 于 j= 二 1 ,2,** sk 一 
1, 有 POVEL AE n ÆFA LARA ESY ANAA p t 
RERE ADRS. CLERA Se AYARA B 
zE h EB SHAM AHR A. HAREE AAR. 为 证 明 
引 理 14.5 APE z 不 是 回归 点 . 

设 了 中 ,点 的 序列 高 ge RR oz. 令 el 为 整数 .由 于 当 
> 时 ,有 Gn EL BAR PER Fit dF ys OR Fy) Be 
以 fi Cy) Ef. BFG = 92 AFH TF e 成 立 , 那 么 VS 
ati ASA — EE AM RIA ce UR FOD p= 
1,2,…. 于 是 y 不 是 于 的 回归 点 . 引 理 14. 8 证 毕 . 

定理 14.3 设 f 了 是 线段 1 上 的 一 个 连续 自 上 映射 . 如果 了 的 回 
归 点 集 8 是 闭 集 或 者 了 的 周期 点 集 PBA BAS a 
个 局 期 点 的 周期 都 是 2 WD RE. BY PPCSOCONC2™). (和 注意 ,1 是 2 
DARE- TP. 

证 明 AKIE Ris At ne AA HP n AE aY 
F G nr= s, Hp i0, >l 为 奇数 ,根据 沙 可 夫 斯 基 和 定理 ,7 了 有 
(2+13) 一 周期 点 .因此 f 有 3 一 周期 点 ,根据 引 理 12. 5 RCS) 
与 P(f*+1) 都 不 是 闭 上 集 . 很 据 引 理 12. 2 和 定理 12, RCO PCP 
ARAB. 这 与 定理 的 假设 矛盾 . 证 毕 . 

熟悉 拓扑 空间 理论 的 读者 易于 发 现 , 回 归 点 的 概念 完全 可 以 
用 拓扑 空间 的 连续 目 映 射 来 给 出 . 现 陈 述 如 下 . 

设 忆 是 一 个 拓扑 空间 ,了 是 开 上 的 连续 目 映 射 . CX. AR 
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射 了 的 一 个 回归 点 ,如 果 对 下 z BE ER > 0 使 得 
POMEL, 

如 果 我 们 仍 记 PCA RCO RNA s AO ARR Sat US as. 
并 上 且 当天 是 紧 致 的 度量 空间 时 , 引 理 14.1、 引 理 14. 2.5] 14. 3 
可 定理 14. 1 部 是 对 的 ,其 证 明 几 和平 可 以 千 字 逐 扣 的 搬 用 , 然而 , 引 
理 14. 4, 定 理 14. 2, 引 理 14.5 和 定理 14. 3 的 证 明 则 强烈 地 依赖 
着 线段 的 拓扑 性 质 ,因此 难以 推广 . 

MPRA ARH AFR RTOS. URAL 
成 的 存在 邦 不 成 问题 ;然而 拓扑 空间 的 自 映 射 不 仅 可 以 没有 不 动 
点 ,也 可 以 没有 寺 期 点 ,甚至 还 可 以 没有 回归 点 . 鲍 如 直线 的 连续 
BRS 了 ,Fo 一 z 十 1, 就 没有 阿 归 点 ,以 后 将 会 指出 ,只 要 对 拓扑 
空间 加 上 不 多 的 限制 ,就 能 保证 羡 上 的 任何 一 个 连续 自 上 映射 都 有 
回归 点 . 


$15 非 游 荡 点 


请 读者 回顾 一 下 前 -一 节 中 关于 回归 点 的 定义 . 如 果 我 们 在 那 
个 定义 中 ,不 要 求 点 z 本身 经 过 映射 的 有 限 次 作用 ,加 到 自身 的 任 
意 邻 近 , 而 改 为 要求 点 zx 的 任意 邻近 都 有 点 经 过 上 映射 的 有 限 次 作 
HBE < 的 邻近 ,那么 我 们 便 得 到 了 非 游 蔓 点 的 概念 . 这 个 概念 
是 动力 体系 (包括 映射 迭代 } 中 的 最 重要 的 概念 中 的 一 个 , 它 的 精 
Ase Man FP. 

设 了 是 线段 了 上 的 一 个 连续 目 映 射 . cs RY fF A --- TERR 
薄 气 ,如 果 对 于 任意 ce 汪 0, 存 在 yE€7 MEH a> 0 Bl y—el<e. 
并 且 | 产 (一 z|<z 了 的 全 体 非 游 蓝 点 构成 的 集合 记 作 OCP). H 
称 之 为 了 的 非 游 东 集 .7 中 不 是 了 的 非 游 菏 点 的 那些 点 ,都 叫做 了 
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的 游 落 点 , 因此 ,z 为 了 的 游 茵 点 , 当 且 仅 当 存在 *>0, 使 得 凡 满 足 
条 件 上 一 ?1 二 :的 点 el ,对 于 任意 整数 74>0 者 有 | 站 (9) 一 xz | 之 5 

明显 地 ,fF 的 周期 点 以 及 周期 点 的 聚 点 ,都 是 了 的 非 游 茵 点 . 
因而 根据 定理 14. 2, 我 们 有 

引 理 15. 1 设 了 是 线段 了 上 上 的 一 个 连续 自 碳 射 . 则 

PCF) CTRD CPG) Caf). 

GH PSE A REAR RBA Pe? 下 面 的 例 15. 1 
ATRAS AP ae a eg. 

例 15.1 OCf)—PCP RSH AF. 

在 线段 [0,1] 上 任 取 apecd 四 个 点 ,使 得 0<<a<<p<<ce<e< 1. 
设 了 是 线段 L0,1j 上 的 任何 一 个 连续 自 上 映 射 , 只 要 求 它 满足 以 下 杀 
F: 

(1) afd, f =d, f >d, flo=4,f(MO—d@ WR f 
CD >d; (2) . f ÆL0, b], Lbc ALe, 1 | ERE a. 

映射 f HARANE 15.1. AFAA FRA TiLa, 
1pche,1], AH, Cle. 1] 9C[e. 1], fta, Cle. t] e t 
理 , f, 1], a, JE L 1 PEL J 

点 ea 不 是 了 的 周期 点 ,因为 fo) 一 2 是 了 的 不 动 点 . 任 取 yE 
fO,e), fl FOE (1); RKP 
(oft), E La, t. Ap y 不 是 
了 的 周期 点 , 间 理 6e, 纪 中 任何 一 点 
也 不 是 了 的 周期 点 .这 表明 na 不 在 f 
AAR SOA P. E ag Coia 
PCf). cane 

现 设 :让 0 FS. IE fla P< ta pe AS, 
Pioda dih Ff Eled] EE s . fF a mega bY). 


100 RRA Ra~ - 维 动 力 系 统 


类 此 ,如 果 对 于 任何 #0 ,站 (a 一 2)<Zc, 那 么 序列 f(a 一 2) ,f(a 一 

Va nee HR Fe eB Die PR. CERAT: SE POR z. 根据 了 的 连续 
性 ,这 个 序列 的 象 序列 ae), f Ca—e) e Se OF Oe). A 
Ik.z=f@ EE 2 A SHAD A. 然而 在 上 HA S 只 有 了 唯一 的 一 
TABLA, EEF e 9. A ENEA -A0 n0 使 得 个 (a 一 2) 
<e Milt. aea Died] # EA ft (Le—e.4 DDL d] A 
E, FE E [a—e,0 HEI MH Cya. 这 就 证 明了 a 是 了 的 一 个 非 
WS. 因此 ,aE OCF) ~ PCF). 即 OCF PEDA. 

He ERIE SE 8(f) 一 PCO) 至 少 包 含 一 个 点 的 例 于 . 也 就 
不 难 找 到 使 号 ( 门 一 尼 扩 包含 本数 多 个 点 的 例子 ,请 读者 自己 去 设 
法 构 震 满足 这 一 要 求 的 适当 的 映射 . 进一步 我 们 要 间 CAD — PCA) 
是 理 可 以 是 不 可 数 集 呢 ? 我 们 在 本 节 的 最 后 ， PEATE TRY TB 
定 的 回 管 . C2 DL SE B15. 3) 

PTE SR PSE Ot EAR Te Ry Se BE I. 先 介 绍 两 个 术语 . 
KTI 称 为 线段 了 上 的 连续 自 上 映射 了 的 不 变 子 集 ,如果 KOCK; 
KCL 称 为 f 的 强 不 变 子 集 , 如 果 POH K. 易 见 ,如 果 KCI 是 了 
的 不 变 子 集 ( 或 强 不 变 子 集 ), 那 么 下 也 是 广 的 不 变 子 集 (或 强 不 
TTR) ,其 中 =” 是 任意 正 整 数 . , 

引 理 15. 2 设 了 是 线段 1 上 的 一 个 连续 自 上 映射 . 则 了 的 非 游 
im SB OCP) I PERAR, th 了 的 不 变 子 集 . 

证 明 显然 ORBEA. AAR IES BBA 总 有 不 动 
ATA Sb OR AE ee. 

为 了 证 明 OCA ee HATE., ABI SHE ASA I 
-ADEI ARP A. 车 + 是 了 的 一 个 游 葛 点 , 则 存在 o> 0 使 得 
对 于 任意 满足 条 件 |y 一 xz |< 的 yE7 和 和 任意 整数 >0 都 有 | 广 (y) 
一 ?| 之 e. 显然 ,每 一 个 满足 条 件 1y 一 z | 过 的 点 yE 1 都 是 Ff 的 游荡 
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wa FP — Sf EE A. 

为 证 明 AD FAAET, RA REAR FN — TSE 
7 的 象 点 ffz)? 还 是 的 非 游荡 点 . Wee Of). ES > 0. 根据 了 的 
FESE TE» FFTE > 0 HBS yrl t LF Fle) e 直子 
2& OCF), RTA CER m C7 使 得 [一 x[< 之 6 并 是 [Cy 一 #5 
STR PEM eS 成立. 从 而 ,我 们 有 f(y1)E7 EG GD) 
一 了 7) Ze W Rif Ga) —F C2) |e RAR FOE OCF). 证 
w, 

SI 15.3 设 f 是 线段 1 上 的 一 个 连续 自 上 映射. XW KCI 
是 有 限 个 ( 开 的 , 团 的 ,或 半 开 半 财 的 ) 区 间 的 并 集 . 如 果 对 于 每 一 
AER SOR ref GOOF‘) Macks HABA. (其 中 站 为 
K 的 财 包 - > 

证 明 Wied 为 整数 . 很 据 引 理 条 件 , 存 在 4€ KK 使 得 
PaJ=2 由 子 为 有 限 个 区 间 的 并 集 , 所 俯 一 KK 为 有 限 集 . 因 
HK 1.0, Ai, EB a a. He > i. W fea = h amr, 
其 中 =a =a. Tie : 

fT (a> =f Cf Cad) 
= frla) = g 
这 和 表明 xz E fF SAMOS. 证 毕 . 

引 理 15.4 设 了 是 线段 了 上 的 一 个 连续 自 上 映射 . 若 FCT 是 一 
个 区 间 FFA FACES no 0 RB PEO NUS SM KPI UFO) 
UI + ARA Be > fa) a FE 

VER FRR TRR RE. Aims), 
FU ++ RERE. 由 于 PCL PUA SS AF i= 1,2,+ 

FTO PL PME) Se tf = 1B eee 
所 以 


K, = PUD U pe) U prea Uo 
是 一 个 区 间 . 于 是 是 有 限 个 区 间 才 Kote A. SES. EE. 
”31 理 15.5 es ERREI LHP EAR RS. MW xzE7 基 
By -- TSE ce OCS DN Rah RRB MT He "全 0 
ATE RR L0 FER pO IW RBM mo Le yele 并 
A f(y) =a. 
REZ aCA ARSE 工 中 点 的 序列 yor 和 和 正 整 数 
序列 2, oo A fa dy 二 7 11 二 1 ,2 +*. 
证 明 ”本 引 理 的 充分 性 的 证 明 是 显然 的 .以 下 证 明 必 要 性 
设 zE 9Cf). 当 xz 是 fF 的 周期 点 时 , 引 理 中 的 条 件 显然 成 立 ， 
因为 对 于 任何 >0 和 和 和 任何 整数 工 和 9 可 以 选取 y 二 7 AW m= Lp, H 
中 pp 为 z 的 周期 ,以 下 设 z 不 是 的 周期 点 . 
HF rte OCs) RETER aA M, A Bea eR p 
一 x+ 各 正 整 数 序列 om. tE Cy. OIF om, ~~ PY 
学 序列 my = m.t=1,2,--, HP m BRIER. BAS. Que 
F Gadar 其 中 一 x. 从而 产 (z)? 一 rz, 即 z 为 了 的 一 个 周期 点 ,这 与 
zx 不 是 了 的 周期 点 的 仍 征 矛盾 ,因此 ,mi Bee a, ,这 
A a moO. 
现在 用 反 证 法 . 很 定 存 在 oO MBH L0 EHATE y 
G1, |g-2|<e, RIERREN mL A TOA > 
U= tye Ul ly— zie} 
它 是 一 个 包间 ,根据 反 证 假定 ， 
r&K= TU U fetta U e 
因此 ， 
z PLK = FY) (U PTU P m., = 16250. 
另 … 方 面 , 存 在 整数 NO E >N hn EU TEREN 
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整数 ) 宇 0, 选 取 整 数 MN 使 得 当 OM mht. 从 而 点 的 
序列 frat? Cone gd a fH paged soo AEP ICE KS 说 
RAFI- ET A Pa KCK 为 天 的 闭 包 ). 
PRP aD EPK). 以 上 证 明了 对 于 任意 整数 pO 我 们 都 有 
re P(K)— fK). 

AF Æ FERA OSES Se TER 
Rn 0 E ONCA MT PEENE. T FE 
应 用 引 理 15. 4,K RAMPS, ARES E 15. 3, H f 
MAPS R s REAR HRP. A, KHEB EDA, R 
当 re QC, S ERRI EE. 

作为 引 理 15.5 和 上 节 中 的 引 理 la AAT. RIS 
出 下 而 两 个 推论 . 

推论 15.1 设 了 是 线段 7 上 的 一 个 连续 自 映 射 ,a 是 线段 了 的 
一 个 端点 ,如 果 a FE f IER SS Bee ocr). Ae RT RA 
点 集 PCOMA APCS. 

证 明 不 失 一 般 性 , 设 oe EAE TAC. 这 时 ,对 于 尾 意 。 
>>0, 根 据 引 理 15.5, 有 3#E iga Ui RR m0 使 得 六 (的 一 
asy RI, S FET EBR, A a 以 而 存在 cE] oS 
ry, (AS f7 (2) —2z, Bl zE PCH). 这 证 明了 aE PCH). 证 毕 ， 

推论 15.2 设 了 是 线段 工 上 的 一 个 连续 目 映 射 , 若 > 是 的 
一 个 极 值 点 ,并 且 又 是 了 的 一 个 非 游 葛 点 , 则 z 必定 属于 了 的 周期 
点 集 PBH G). (zET 称 为 了 的 极 大 点 (或 极 小 点 ) ,如果 存 
TE #22>0, 使 得 当 yE 1 满足 条 件 |y 一 z1| e R Er AF 
fz) (或 P>sf@)). f HRARPEPD SARA A T RARE.) 

证 明 设 1=[a,bj. 当 za 或 bb 时 ,根据 推论 15.1 可 知 ,zE 
PCF). Fig aceb. 不 失 一 般 性 ,假定 y* 是 了 的 一 个 极 大 点 ,假如 > 


154 BRERA 


& PCF). 取 一 个 充分 小 的 o> 0, HAR Ce — ez +e Cl, aere) f 
Pf) = OFF BG ee RET EE yE Gerte), y Er 有 
(9) 之 fz) BH WS UT AT LATER ur EI RRR ceca 
recess e, 以 及 fw) 二 了 (Vv). 因而 我 们 有 Fea D= eeh., 
杠 据 引 理 15.5, FFFER ve Cu OW REM mol Bier Sr 不 
失 一 般 性 , 设 yE uo). 这 时 ,存在 cE Le BB fs 一 GD Bit 
也 有 =r. y 和 = 这 两 点 中 有 一 点 等 于 * 时 , 易 见 z 便 是 了 的 
周期 点 ,这 与 反 证 假定 矛盾, 下 设 y<zz<z, 然 而 前 音 复 售 (z 一 ez 
+o RE SR. eRe ect ORRIN M.S 
理 14.4 FR. Bh. PURRE AE BP zE PCP). DE. 

从 现在 开始 ,我们 来 给 出 本 节 的 主要 结论 

定理 15.1 设 了 是 线段 了 上 的 一 个 连续 自 映 时 ,又 设 * 是 + 
PARR AED z 和 2 人 8f). 则 对 于 任意 整数 oh 0. ee Sw 
“AA FARA. Bin ee IN PAS. LRN BA Lest] 
表示 以 a 和 和 5 为 端点 的 闭 区 间 . 当 ea BY, Lab] = Lab]; mi azb 
Hf, a;b 1= [2,9]. | | 

证 明 用 反 证 法 . RA eRe A a BIA E>, 
EEO JNS A. 显然 ,这 时 x, 户 (xz) 都 不 是 了 的 周期 点 ， 
特别 有 cf a). 不 失 一 般 性 , 设 pe). MT PGF) AR 
据 引 理 14. dle Pao] ERRE. 因此 ,对 于 任意 +E Le, 
P 产 (zj 和 任意 b> 0.8 产 (天 2 如 果 关 (一 2 对 于 某 一 个 >E 
(Pin), $8 (2) Al e-PRO 成立 ,那么 必 有 wE Le. ped], 
使 得 Pad=, FERS =. 这 与 前 述 结论 巴 盾 . 从 而 ,我 们 有 
以 下 论断 :对 于 任意 E (2. Fo) SAFER ER RA POA 


AFG PBA 产 (的 开 区 间 , 并 杠 据 产 的 连续 性 ， 
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可 以 选取 >>0 使 得 当 yET, 并 且 |y 一 x 1 之 :时 ,有 让 Cy) EE Ce, 
f™ (2) 根据 引 理 15.5, 可 令 2d, |z 一 z | 之 ey 各 整数 moon HK 
件 f(z) =a. A Pee, fF) rie) =z. 这 与 前 段 的 
最 后 论断 矛盾 .证 毕 . 

推论 15.3 TF RB! CAPER RA. OR x Bf 
A “PSF a ea BY ce CF), PS ee Fe) 天 (zy 的 每 一 个 
Be ot A Ae | AB ee f Ra POR APC) PRS. 

这 个 推论 的 证 明 不 难 通过 定理 15. 1 得 到 ,我 们 将 它 留 给 读者 
去 完成 . 

推论 15.4 ies BARE] FA THESES BRN; Mi TE! 
网 序列 ay f (2d sf? C2) 5 ae — AK a Pa ae OF ER 
TR PCA RIAL LP CS) AB | 

证 明 OE ER oz, fz) fa, BI PR T FA) 
F.C), a) FERIA APF PA og CT. RES 
点 的 定义 ,容易 验证 yE OCF). FERRIES ys FG) ,C9)，… 的 一 个 
WAC PPR fF Cyd, ft Cyd ,并 设 这 个 收 俩 子 序列 收 人 各 于 Er 
据 推论 15. 3,z€ PCF). 对 于 任意 e>0, 存 在 整数 NOOO 使 得 当 局 > 
N B Pa aleae 出 于 序列 ft a) fet Ca), BO 
C9) ,所 以 有 充分 大 的 整数 1 各 j, 使 得 |f" "(x) 一 z [=<e, 这 表明 序 
BM xy f(r) f? C2) 2 AH RF PR F EP. TE. 

或 许 有 的 读者 要 间 :推论 15. 4 的 结论 可 香 改 为 “序列 x,f(z)， 
Fr) ,的 每 一 个 收 敏 的 子 序 列 都 收 伍 于 了 的 周期 点 集 P(f) 的 闭 
APPELS”? 回答 是 否定 的 . 然而 构造 反例 却 是 件 比 较 麻 烦 的 
事 , 此 处 就 从 格 了 . 

推论 15.5 设 了 是 线段 了 上 土 的 一 个 连续 自 上 映射 , 如果 z 是 上 
的 一 个 非 游 功 点 ,但 却 不 在 让 的 周期 点 集 PCf) 的 闭 包 ECf) 之 中 ， 
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BI cE RDP MAA TE o> 0 HEIRS FE RE pal <ce 
B f BU SEDER y LAE fe EER n> 0 RE Py) a| >e. 

WAR HF ce PS) ,我 们 可 以 选取 到 e0 满足 条 件 : 对 于 人 尾 
意 zEPIrfF), 有 jz 一 z|>s 这 时 ,如 果 有 一 个 EU 使 得 
ly 一 z| <e, FEA | PCy) 2] << 对 于 某 一 个 整数 >>0 成 立 , 那么 要 
据 定 理 15. 1; 在 y 与 户 (y) 之 则 有 ff 的 某 一 个 周期 点 zz, 显然 
= 一 ze 这 与 :的 选取 法 蔬 盾 .证 毕 . 

我 们 现在 来 阐明 推论 15.5 的 意义 . 在 拓扑 动力 栖 系 这 一 领域 
中 ,当然 不 仪 是 研究 线段 达 续 自 贞 射 的 非 游 萝 上 后 . 其 实 , 无 需 改 动 
本 节 升 头 所 陈述 的 非 游 落 点 的 定义 ,对 于 紧 致 度量 空间 的 连续 日 
映射 仍然 有 效 . (那些 尚 不 熟悉 “ 紧 致 度量 空间 "这 一 术语 的 读者 ， 
完全 可 以 将 这 一 术语 在 自己 心中 改 近 成 “线段 的 闭 子 集 ” 这 样 ,对 
下 一 段 文字 就 不 难 理解 了 ). 并 匡 这 样 做 了 以 后 , 引 理 15. 2 对 于 紧 
ay HS E Se fay PE SE A RS GPR ae. CER PLE PRES 
SB AE R R E SH BE EE a ey. OR HE EB EN. TT FR 
余 结 论 的 证 明 则 可 完全 照搬 . ) . 

it f EERE R SX A AE BN. R S| BOIS. 2, 
f RAED OCP). Ær BA PSE 8 PRR TERIO 
f 限制 于 OC ,而 得 到 一 个 中) 的 连续 和 目 栈 射 h=fieg. 对 于 
BA f: 又 可 以 有 了 SERS BOCA FP, OCF) EN Ril fe 
= fil Rifi) . HEETE T E, RIET A 
BA Fofo AAA RIRA GOG OC) A 
易 证 明 , mR aO SRC a d BARA GDS Ra dS 
Cfnm FER PRE TF ,这 些 栈 射 和 集合 的 序列 经 过 有 限 步 又 
之 后 , 便 稳 定 下 来 了 . 这 时 ,我 们 将 这 一 稳定 的 香 合 叫做 酉 射 F 的 
中 心 ,而 将 最 早 达 到 稳定 所 需要 经 过 的 步 数 叫 向 这 个 中 心 的 深度 . 
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HT-A ERER TAER BRST a A BE AT BRE 
总 是 有 限 数 , 那 是 十 分 不 现实 的 (往往 达到 稳定 的 过 程 是 一 个 超 限 
过 程 A TIT AE ae Be eS EP PE RT RED. 有 第 的 是 ， 
对 于 线段 连续 目 映 射 而 言 , 根 据 推 论 15. 5, 我 们 了 蕊 上 可 以 写 出 下 
面 这 个 定理 . 

定理 15.2 设 了 为 线段 连续 自 映 射 - 则 

QFIL = PCF). 

换言之 TER Be ESE SB + Se 
a.m P-L RR BE BB ARK F 2. 

”作为 本 节 的 结 来 ,我们 来 研究 集合 OCH PARER., HP 
f FRRES BRN. 我 们 将 要 证 明 这 个 集合 是 可 数 集 (定理 15. 
3). 为 证 明 这 一 点 , 先 来 考察 一 了 线段 的 子 集 的 单 边 和 双边 鸣 取 

Hit 工 是 线段 工 的 一 个 子 集 .和 RRS Se Roe. ee 
Byer RAR WARA ,如果 对 于 尾 意 oO FE ce X tH 
y Ely e| ce RESHMA PEM Cl KARG XNAR 
CRA AD. MER 0, FE CX, BB yee yt 
.者 ,<z<3y 十 中 GR DAMA PEE XM AR AT A A 
不 能 是 XARA yO PRY XAMRA oR y BE X az 
mm MEX MR OT RA XA SUR, ORS y eX 
HARA Pe XM RR Re BX HARA KE XH 
Ree ASWAR A GARAGE AD. 

引 理 15.6 线段 尾 意 于 集 的 单 边 聚 点 构成 的 集合 都 是 可 数 
集 .( 我 们 总 是 把 空 集 , 有 限 集 都 叫做 可 数 集 , ) 

证 明 XR IPT S OIC Y AY WX 
边 右 聚 点 构成 的 集合 和 XMM ARBRE. 对 于 任意 3 
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EF AEM FABRE I at PRG enn N. 显 
然 , 对 于 nee Y sue, RITE G S e yO N G ngno =. 
HTAR AALER EKE — se FY IK PE aey 
EY EAE, ALY BORE. ee eR. 于 是 
X ASR SAMAR PL UY 是 可 数 集 .证 毕 . 

定理 15.3 设 了 是 线段 上 上 的 一 个 连续 育 有 映射 , 则 每 一 个 点 
r€ Of) PCGORA COCOA PARA RAB OCALA. 

因此 ,集合 OCF) —- PCP eR. 

证 明 ik rE OC) PD. RHEE 15. 1,2 一 定 不 是 线段 了 
Ags. ATT ATE @ be 六 使 得 a<<z<5 FFA (eB A F AD RA 
点 . 根据 引 理 14.4, RB) Gob) a Be TE ae ee he PE. 

TZ (ob) He ERY CB] FE EIR OP ESA ce AE OCP BR 
A 用 反 证 法 ,假设 + 是 OCOD A ARR. KA EER 
EF an yee WRF HRE RE nE (2b) i 一 1,2,…, 考虑 
集合 

K = (7,8) U fiir, bD U fCC, DO Ue 

Bs ATG. OPA f OER BS PAGERS E— TEE « 
SOE GD N fC, FAC. RAPE THE 15. 4, 五 是 某 有 
Pe + BX Te) a HF 

其 次 ,对 于 任何 整数 0 ce Prk). 因为 如 果 ce precast 
于 某 一 个 整数 /一 0 成立, 由 于 

PEK) = fiC(z,8)) U PEED Uw 
Br LA FETE SEP Ae C2 DASE TE eR Pe. 
XH (ed) EE RA EA. 

第 三 ,对 于 每 一 个 :>0 Ay. Er) j=1,2,-. RBH 

据 引 理 15, 5, 存 在 某 一 点 zE rz 的 和 某 一 个 整数 UE Cz) 
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=y,O2—=f(z), BR 2 CK AM nwHP (4 ES CK). 

Eo tie Ces Mette A 7H 1.2. RMB rE 
PECK) AP K A KAA. 这 是 因为 ,根据 6 PC), WR 
nek, Puy. FE RP Pl u te PY PB FS 
Bil FEIN PT ORS PEI RT ee KARA RGR cH Pp Ce 
PCR). 

i BNF Ab 45 He EY A | 15.3 即 可 得 知 ,x 是 了 的 一 
个 周期 点 . 而 这 是 与 假设 EPO F A. An 2 Ih 
右 聚 点 的 反 证 假定 是 错误 的 . 

这 样 ,我 们 便 证 有 明了 当 (a: 提 是 正 型 区 间 时 ,z 必然 不 是 OCP 
的 右 隔 点 ;类 伐 的 论证 可 推 得 , 当 C4, 丰 是 党 型 区 间 时 ,z 必然 不 是 
OPM AR. 因此 * 或 者 是 8(P) 的 孤立 点 或 者 是 BCf) 的 单 边 
党 点 , 众所周知 , 纺 段 任何 子 个 的 穆 放 点 基 可 数 的 ,再 根据 引 理 
15. 6 ,我 们 便 得 到 了 OCF) - PGA RMAC. 证 毕 . 


S16 映射 选 代 下 的 非 游 荡 点 


AY T 29 EARR E ORY 了 ,我 们 定 必 并 研究 了 它 的 周期 
点 .回归 点 称 非 游 费 点 . 在 第 12 节 中 ,我 们 已 经 看 到 局 期 点 种 回归 
后 都 是 "可 选 代 "* 的 ,这 也 就 是 说 子 的 周期 点 集 ( 或 回归 点 集 ) 和 它 
的 任意 次 迁 代 六 的 周期 点 集 { 或 回归 点 集 ) 完 全 相同 ( 荔 见 引 理 
14.3 和 定理 14. 1). RERA BERS ARENT AR aA 
Bl. 对 于 给 定 的 整数 nO, BRB FO RETR PO EE 
Oh SABE S CSET OCP COCs). ARBRE 
SE OF i AHE EE] VAS LE. SE EE PER 
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点 都 是 f° 的 非 游 葛 点 . 一般 说 来 ,对 这 个 问题 的 回 管 是 香 定 的 ,在 
TEHA 16.1 中 我 们 给 出 了 两 个 映射 ,对 于 这 两 个 映射 来 说 ,都 有 
PERF). | 

16.1 SALORA AT. 

首先 , 设 线段 [0,1] 的 连续 自 映射 了 如 图 16. 1, 它 满足 于 列 条 
件 ; 

(1) FOZ, fla) =d, f(b) =4, fe) >e, fd, f le =n 
以 及 fC) >a, HR O<caxtb<ecid<ie< 1. 

《2》 了 在 区 间 [a,5]j 上 是 平坦 

的 ,也 就 是 说 ;对 于 任意 sE Lab JAR 
有 fin =d 此 外 ,了 在 区 间 [0,aj]， 
b,c lce JE Le 1 上 痢 是 严格 单 

现 枉 来 分 析 丰 《附近 的 点 在 了 映 
Nf RETE FE. 我 们 有 下 面 
的 结论 | 图 18.1 

《a) ”显然 ,对 于 [a ,8 中 任何 感 x 都 有 站 (2) 二 dn 二 1,2 n; 

(5) ”对 于 任何 充分 小 的 >0, 了 (Ca 一 a,4)) 是 以 4 为 右 端点 的 
KX ial. tt f aea) 二 ff(Ca 一 ee))) 是 以 4 为 左 端点 的 区 闻 . 
一 般 说 来 ,fi14(g 一 ey90)) 是 以 4 ASR Aj e i f ane, 
qa) 一 了 Cf 1(Cg 一 200))) 是 以 为 下 端点 鸭 区 间 尺 二 1,2,-…. 这 个 
区 间 的 序列 了 (Ce 一 2,00) ,F(a 一 ,40)),…… 中 区 间 的 长 度 会 越 来 越 
大 ,直到 存在 某 一 个 整数 0 Ee CP aea)? Ae € 
f**(Ca—e,0)) ,也 就 是 说 ,存在 wwE Ca 一 ,0) ET Pet Ga) 一 a. 这 
WEAR a dE f SE ee Bl ae BCS). 

(O BY Ref fed pE JAA f, L Clad]. 因此， 
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P ed D Eld], Ai fo La] ELl] k= 1, 2,0. ee 
ei, FEA we iah f OD, f aD fE GD 中 任何 一 点 都 不 
在 a 的 附近 . KAREKA Co) PaE e AEE SP? PE 
Uf i o BE a & D. | 

于 是 我 们 找到 了 一 个 如 eaE OCF) Qf?) BP ED f ERE 
APETO RRF, 

Eit AS] E-PASS RS FOP it AA 
一 定 ,请 读者 自行 分 析 一 下 绘 在 图 16. 2 中 的 那个 没有 平坦 部 份 的 
映射 f. 对 于 这 个 映射 来 说 点 a 是 它 的 非 游 荡 点 ,然而 它 并 不 是 让 
的 非 游 落 点 . 这 是 第 二 个 使 得 OCA OCP RE. 

十 而 介绍 的 两 个 例子 中 ,点 
E 号 (ff) 一 号 (天 有 一 个 其 同 的 特 
点 , 那 就 是 它们 的 象 都 是 周期 点 . 也 
就 是 说 它们 的 正 向 轨道 {a,ff(e) ，, 产 
(都 是 有 限 集 . 我 们 可 以 构造 
出 适当 的 映射 了 ,使 得 f 有 不 在 它 
的 周期 点 集 的 财 包 中 ,然而 正 向 轨 “ o | | 
道 却 是 无 限 集 的 那 种 非 游荡 点 “做 图 16. 2 
这 件 事 比较 麻 频 ,我们 不 去 作 它 ). 定理 16. 1 将 要 指出 正 向 轨道 为 
无 限 集 的 非 游 功 点 痢 蚌 “可 选 代 ?的 . 另 一 方 而 ,定理 16. 2 将 要 指 
出 对 于 任何 映射 了 只 要 是 奇数 ,我 们 总 有 SUOS aG lee 
16. 3 将 要 指出 对 于 某 一 类 映射 而 言 , 对 于 任何 整数 e0, a= 
AGOE. 

定理 16.1] 设 了 是 线段 了 上 的 一 个 连续 自 映 射 .车 fF 的 非洲 
fe zE 了 的 正 向 轨道 是 一 个 无 限 集 ,那么 对 于 任意 整数 ?>0,z 
都 是 J” AY SE Re A. 
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定理 16.2 SEREI EIA AIR. A a> 是 一 
个 奇数 ,那么 了 的 非 游 葛 集 OOS r 的 非 游 葛 集 OC. 

定理 16.3 设 了 是 线段 1 上 的 一 个 连续 自 映 射 , 若 了 的 周期 
点 的 周期 都 是 2 BUD REC] 作为 2 的 0 次 只 ), 那 么 对 于 任意 辊 区 n 
>0,7 SERRE OCA SF FERS OCP). 

事实 上 ,下 述 命题 16.1 证 明之 后 ,这 三 个 定理 便 都 得 到 了 证 
BA. 

命题 16.1 设 了 是 线段 1 上 的 一 个 连续 自 映射 . ORE 
一 个 整数 n> 0. APSE cl, RES WARS a. Bi 
z 忆 (fF) 一 上 C0"). 那么 我 们 有 

CL) zx 的 正 向 畔 道 {z, 了 (x) ,fF?(z),…} 是 一 个 有 限 集 ; 

‘2) 了 上 有 一 个 周期 点 ,这 个 周期 点 的 周期 不 是 2 AA 

(3) ntt— Pi. | 
| WAR Hre oO fP-L(f>).APe>d 是 某 一 个 整数 ,由 于 

P(t) 一 POCBOCD) ,所 以 rE PS) ;根据 推论 15. 1.2 不 是 线段 I 

的 端点 . 因此 ,可 以 选取 c dC l, 使 得 c<z<a FFA U—(e.d BE 
FAR UN SE OU) = BS k= 1, 2,0. FERN PULL SOO). 根据 引 理 
14.4,U 或 者 是 正 型 区 间或 者 是 负 型 区 间 , 不 失 一 般 性 ,我 们 假定 
U 是 正 型 区 间 . 这 也 就 是 说 ,对 于 任意 yEV 和 任意 整数 >0, 如 果 
PEC IBA yf Gy). RESE 15.5, 可 以 在 避 中 选取 上 操 的 序 
列 uy, ue, 和正 整数 序列 m, ma, e E GB H -xo0 时 ;tw 一 xz A m, 
oo, FHAR A N SE em O) Sr k=l, 2 由 于 所 是 
E PEIE, APRA mela k= 1,2,1. l 

Xt FS ey n0, ġe m 可 唯一 的 表 为 m ga Hr, 
HP g0, Krna 从 0 到 2 之 间 只 有 有 限 才 个 整数 ,而 整数 序 
列 r,yrz…* 却 有 无 限 项 ,因而 它 有 -个 常 值 子 序列 ry 一 rw, 一 … 一 
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r, A O<lr<a. 

MLA ERRED A, EA] ma 的 子 序 列 Uw E A a Stat E 
HIEP mmz 的 于 序列 而 二 mw aa 一 mw 满足 下 列 条 件 : 

(51) 324 kco}, nr 和 noo; 

(52) fulm) =z, k=1,2,- 

(83) wd Ý H nr, k=l, 2,3; 

(S4) n=pater AEP p0, 0ra. 

对 于 任意 整数 j>, S y EKE MORARA RNA 

(和 rs 
ERO ELMO), A DL AF ho e>, FH 
UP BOA f RRA PTE 三 (人 > 

(5) WRI i> 0 满足 条 件 ncn s rel fy (ry, 

由 于 fo) = fo EM) PVA fo Co ay, HF Pe) 
一 5 并 且 忆 中 没有 了 的 周期 点 ,所 以 Hf >», Al 
为 mw<f a) <0 AU FRIED AS A Pe ee 

Co) Be m> HS m= 2r(mod a). 刚 对 子 所 有 充分 大 的 整数 
tO, f* Ca} & fC). 

由 于 00, KA SR M0 RY ESM am. 如 果 有 
SP RM Pe Ee) BPE vu, EB POD = 
Fie) ABA RIES 

z = f(y) 
= fe Fea) ) 
== fT a), 
其 中 a,—m+aj=0 (mod n). XS FOOSE. 

O 如果 存在 Ellr, y, E fete) C (2.7, l ep m>0 Wit 

~ “SRY mr (mod a), Ml] f+" Cr) De y,. 
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Al, Y nn Af, ft (sey, (AAR Hid CRIT 
foe E Lory, DEAR FC) =f Ge) E [ay]. O 

A Ur FA Cd) IIT E Ley, RER > ORT FE 
E [a.y, | SOR. Eel 使 得 fi Co — 2. MAT P= fPvrGa> 
t. 由 于 5 中 没有 了 的 周期 点 :所 以 ft ee. 如 果 fey, 
MHF fs a) EE Cag OPO) i RE fr a) E Cry PF 
HERTAKA BR ko Ro RRS te) FS. AA m+ 2, = 27 
(mod n). 

(Ce) m>O AeA m=Hrtmod n). 刚 对 于 和 任意 2 [zy, |， 
fF Cz) x. 

为 证 明 (e} 我 们 用 反 证 法 . 设 z€ (ay ER PC) Hs. 这 时 , 据 
DORE PUED = o Sy, BP f@) E(z,y, |]. A. 

Lesy D D Lz,y,] 
从 而 有 
"(zea D D rien D D Leroy, J 
Je ez, yy DOF (Lay, PD Dey] 

FE re feo" (ayy, PPS rns EE), BB a 1 mt 2, =O (mod 
ay. itp G& UL API. 

Cf) Enna, a J 

O pS a S ae fy Cay, . 

ATI p FES UA Ba. CRA fe eg epee ft a) = 
f(r) =H, ) | 

Pa fer) fara) A foo C2) Pay FE — PRR RR A EL. 
y Jeo ALR te AS db Le BA ee. TUE RA fe Ce) A ee, J 
的 内 点 . AB ep nd <y, PRAM FA FA KY BR A 
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> 0A POU) E [rey] RIT fete Po (ad) Hi (nd =e, 
H P ma —a,+2,==r(mod 2). 25 Ce) FS. RUE RASS IK. Ae 
PONCE) AL fot Ca) BY Ee ye TE A BO 
y= fee) = fro Cr) 
同 理 ， 
Y = f(t) 

E HEN BT oy >r ARBEL y EIP yee A EL y E 
ALS ETEL wy, AER T Cf). 

我 们 现在 来 证 明 命 题 16. 1 的 三 个 结论 . 

C1) 的 证 明 ; 从 (f) 即 可 看 出 在 z 的 正 向 胃 道 {x ,f(z) ,f(x)， 
中 有 两 期 点 所 “(x) , 匡 此 z 的 正 向 轨道 是 有 限 集 . 

(2) 的 证 明 ; FTA m M nonn A Poo, PUR 
们 可 以 选取 一 个 充分 大 的 整数 0, 使 得 fe yz. 显然 a) 
CP (lL). AW 2 <i Cn dy, = fe Ce Po Cd Aa, PIRES 
致 > 是 周期 点 . ). 由 于 让 选 得 充分 大 ,我 们 假设 ae. Sg fi, 
z= f Ga). AIR gz =o. CS). 我们 有 Gp =y; UR g= 
y 易 见 rE Elzy E gi =e ATTRA 


Tz,2] 一 一 ER | 


CAFS AE SE LSB to). 根据 定理 7, 69 A -ARA 容易 见 到 
9 的 这 个 3- 周 期 点 也 是 了 的 周期 点 ;并 且 它 对 了 而 言 的 出 期 一 定 
不 是 2 的 方 攻 . 

(SR TESA: RE 和 nona. 

由 于 fo Gd O =y P A FA ERKA >O, 
有 fuh >ar. SR fre CF En Sf Cy) =r, KP m on 
n==r(mod n). ARIE Ce) ,我 们 有 Pen) Dy 
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一 


HE (a) AD Ca), FRA (六 x 和 PS Ce ee ee. Me 
BEAR — PS TESA RS bi 0, FR fC, ee LAR fo 8 >r (AA 
PCa E fo CH), BLD fe Ca E fen] 再 根据 Ce) ta) & 
POC) MT fe CP Ca) = POU) ry, A -方面 ,对 于 下 "(zx) 所 
roy, b fC Pee = peed E eyd 从 而 我 们 得 到 feo, P 
Dl ays fo Cay). 

RHE CS BEAR F ~- Be ee, OT DY EA KAJ 4 > 0 iE 
得 Fs (a, ) E Layo OT Cons) ]. FE ALA Be AY SEO BT SL, FEE oC 
[rey EB fo) =f. o) 于 是 fc (o) =r. 另 一 方面 ,对 
于 PUNE [rry VA PCP a) = fe (a) y HP mn — 
n, + 2n,=2r (mod n). 这 样 一 来 便 得 到 了 

Flep D D [ey] 
从 而 我 们 有 
Feen DDF (_2.9, DDLz.y, J 
fe (rey, DDF n zy YD Day, | 
ER p> 0 为 任意 整数 . 

假如 ”0 是 一 个 再 数 , 设 一 2? 十 1. 这 时 ,我 们 便 有 :七 
fmELz fm 其 中 pm F ma = 0 (mod r) AH rå 
Ui fC AP. AEH T * 必 是 偶数 ， 

命题 16.1 至 此 全 部 证 完 , 并 旦 定理 16. 1, 15. 2 A EE 
16. 3 也 都 殖 之 而 获 证 明 ， 

根据 定理 16. 2, 对 于 每 一 个 线段 连续 上 间 驶 射 了 ,我 们 有 

Sf) = QOC = Cpe) = ve se CFR — oe 
对 于 映射 产 应 用 这 一 结果 便 有 
Qf?) == OCS) = QP) QFE DY 一 vee, 
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- - 般 地 说 ,对 于 任意 整数 NO, 
OCF) = OCP) = QFE 8) = ee = QFE OY) = oe, 

国 此 FER OCP). OCP, OCP). OCP) PRP RE 
ST Pitches Pot. 

BU) D BOF) D EGO DBO Ds 16.1) 
在 例 16.1 中 我 们 给 出 了 两 个 央 子 ,说 明 oC ponyp Re SNORT 
集 , 更 为 有 趣 的 是 .对 于 任意 给 定 的 由 等 号 一” 和 不 等 号 ”天 "组 成 
的 序列 ,我 们 都 可 以 找到 适当 的 线段 连续 自 映 射 了 ,使 得 将 这 个 由 
等 叶 舟 不 等 号 组 成 的 序列 中 的 “一 ”和 " 尖 ?” 斤 次 代 换 关系 式 (16. 1) 
FP ES ab — 58 el ee 一 "之 后 ,所 得 到 的 相应 关系 式 们 然 刚 立 . 由 
TARGAR. 我 们 不 再 讨论 这 件 事 ， 
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我 们 现在 来 引进 一 个 介 于 非 游 葛 点 与 回归 点 之 间 的 概念 一 一 
o AR RAE. eC PAD cel TO FRET BE BE 
ARRAY 了 而 言 的 一 个 ww 极限 点 ,如 果 序 列 xz, 了 Cx), 了 (zx),*"* 有 一 
UR RB RES pee) pa) RP Sg. CT AR TR 
射 了 而 言 的 全 悼 o— 极限 点 构成 的 集合 记 为 olf), E WP) 
= Ueol ,了 ) 并 称 之 为 映射 了 的 RRR. WRK AA 
我 们 都 称 为 了 的 o- RB RS. 

o 极限 点 的 概念 在 映射 选 代 的 研究 中 是 一 个 十 分 重要 的 概 
念 . 如 果 我 们 把 工 中 的 点 看 成 是 客观 事物 的 状态 (如 位 置 , 速 庶 , 温 
庶 等 等 ) 而 将 映射 了 看 成 是 在 某 种 背景 (如 力 场 ,温度 场 等 等 ;下 状 
态 变 搞 的 规律 ,那么 点 y 是 点 z 的 一 个 o 极限 挟 的 含义 便 是 状态 
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y 是 初始 状态 * 在 变换 了 的 作用 下 所 能 达到 的 -个 极限 情形 ,或 者 
说 一 个 最 终 的 结果 . 研究 这 种 “最 和 纤 的 结果 ”对 于 研究 具体 问题 来 
说 当然 是 很 要 紧 的 事 . 前 面谈 到 过 的 回归 点 便 蚌 -- 类 特殊 的 w- 极 
限 点 ,这 是 因为 z 为 了 的 回归 点 当 生 仅 当 >E oa $f. ER TH. 
我 们 将 对 co 极限 集 本 生 以 及 它 与 非 游 萝 集 之 间 的 关系 详 加 研究 . 

引 理 17.1 Rf eA] CAPER ARN. XE! 
则 | 

CG) «ho 极限 集 ol. fe MAES TR. ATS f 
面 言 是 强 不 变 的 ， 

(2) 对 于 每 一 个 整数 a0, fotze, f =a f(z) f"); 

(3) 对 于 繁 一 个 整数 a> 0,062, f) = Uola), fr. 

这 一 引 理 的 证 明 可 直接 从 定义 得 到 , 留 给 读者 完成 . 

推论 17.1 设 了 上 是 线 引 了 土 的 一 个 连续 目 瞻 射 , 则 对 于 每 一 
个 整数 a> lof Pol ff). RAZ BAH o 极限 集 是 可 夺 找 的 ， 

证 明 rel. BR oa, f)Cols.f). Aut fp oCcolf). 另 
一 方面 , 握 3| 理 17. 2 03) ole, fo = UL iel fitz). ff) Caf). A 
I aC f) Cael). 

5 引 理 17.2 WfeRe! tH —-PpERARH Mig rel. 
E r K o- 极限 集 wtx,f) 中 有 一 个 的 不 动 点 9, 并 且 pp 是 OG, Sf) 
AR oe AW oo (ef >= {7}， 

证 明 假定 引 理 不 或 立 . 我 们 首先 选取 一 全 充分 小 的 e> Oo. 
使 得 对 于 o@ JP PEBHT za y BA ly ple BP Uf) et, 
D={P F U= ipep to N A] PH. PERE X-TE 
WEAN Nere F: 

N, = minr: f a) € U} 
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Ny=min{al> MN Ff") EU} 
m HL FE FC) Sa A p Rig cE PER F! 
M, Ma e F: 
M, = mini N f (x) & uy 


M,=min{ No Men ft Ge) GU} 

Arca eho 极限 点 ,并 且 它 不 在 5 中 ,以 上 定义 方式 基 
合理 的 - 然而 这 禅 一 来 ,一 方面 显然 PSC), EN ATF 
pz 而 另 一 方面 Fa) fwatfzl… 却 必 不 收 艇 于 这 一 事实 与 
f 的 连续 性 矛盾 . 引 理 证 毕 . 

定理 17.1 ESRR LA -PER ARH. REET, 
We ho 极限 集 os. PAAR Rs Ai Ee SA TS, 

TERR BRS ozf) 为 了 的 一 个 周期 轨 , 则 它 必 为 有 限 集 ， 
现 设 wtx,f} 为 有 限 集 ,根据 引 理 17. 1 可知,alzx, 了 人 的 每 一 个 起 者 
是 周期 点 . > peat. SIF p 的 周期 为 4. 根据 引 理 17. 1 的 (3)， 
at FBR ice, Ape oF. fF). 由 于 Pp 基站 的 不 动 
SFA of (2), fats, PERAR . EERE E 17. 2, 有 
oC f(r), fO = lp) 由 引 理 17. 1 (2) BT 1, FEF OO. 
o€ FC S40 p 的 周期 轨 中 的 某 一 个 点 组 成 .因此 再 极 据 引 理 
I7. i 的 (3),wtz; 了 ) 包 含 于 5p 的 局 期 轨 之 中 ,然而 ole, fz SAR 
不 变 子 集 , 因 而 o(a DAE > 的 周期 轨 . 证 毕 ， 

引 理 17.3 设 了 是 线段 =La b] EA A ER H XY 
rE L 车 下 述 条 件 (0) 与 0) 之 一 被 满 症 , 则 z 基于 的 一 个 极限 点 ， 
Bl zE wtf). 
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Ca) ze 并且 对 于 性 意 o> 0. HE a 所 7 一 e, 则 存在 35> 0 和 
m0, E4 f"((a2—e,2 D Olr, 

(6) 234036 AF 0, HE steco, MEE SO Am 
>0 使 得 fr arete DDr, stå]. 

证 明 ”不 失 一 般 性 ,我 们 证 明 当 条 件 (a) 满 足 时 ,xzE oo E 
时 ,任意 取 定 >0, 使 得 oxz—e. 并 根据 条 件 (0) 选 取 ,1>>at >, 
以 及 om > 0 ER m (La— ec] D[e—e,, x |. 再 根据 条 件 (a), 对 于 
0 又 可 以 选取 ey pe OLA m0 HE fea yz D 
[z 一 &z;zx]. 继续 这 一 作法 ,根据 归纳 原理 ,我 们 可 以 选 得 一 系列 a， 
cay ES, >0, 以 及 一 系列 正 整 数 mm,m，… 使 得 J" ([z 一 
eT Or 1 2,.-…. CHP game JA 

Fa = [x — e,z] 
PL= FP Nf (2-4. .2)) 
=F a NA tr, |) 
其 中 k= Eim, 容易 验证 每 一 个 F, 都 是 非 空 闭 僻 ,并 是 
Fy DP, De De 
因此 = PAF AO AER EF. RTA 
iz) © [x — 2,2], r == 1,2,°% 
因此 ,zE ol Colf). pee. 

引 理 17.4 R f ERR I-le b] CH4 g. 又 设 
rE SF PERIE OE. Us E F oR A, 
AT rE olf). 

(q) ata HATHA 0, BE aare WER 
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yE (2—e 24 m0, EE Pe Gy) EE (r—e,2)}. 
DO stb 并 且 对 于 任意 o> 0, HE ate, WEES 
yE (2 2+ OR mo> 0, IR PG) E (a,c). 

证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 假定 条 件 (a) 成 立 , 并 证 明 此 时 有 zz 
EWC) EA E eh 0 HR are. MER) ,我们 能 在 (=z 一 
ez 中 找到 一 个 收效 于 z BA ae EAR PEERY m, 
most AEG PCy) Cr— 2,2 A A Of Ca) F Cyd WORF az. 
如 果 序 列 mi;mz,*…“… 中 有 一 个 常 值 子 序列 , 设 为 THs 9 Th, A, 
my =m. DU] FA y; mI 和 fy; pes GE: z 为 了 为 周期 点 . 因此 ,显然 
有 xzE olf), PRPS m 没有 常 值 于 序列 ,因而 moo. 考虑 集合 

K = fos eD U Ps ea) U 
显然 到 是 了 的 不 变 财 子 集 ,并 且 天 可 表 为 有 限 个 区 阿 的 并 集 , 因 
EK-K 为 有 限 集 , 设 0 为 任 将 整数 . NO 0 使 得 当 tN 时 ， 
mon. JAHT 中 序列 .任职 这 
个 序列 的 一 个 收 襄 于 序列 ,并 设 其 收 铺 于 及. BHA KH 
Plad=2. Fase PRCRE PRT 下 一 了 ,由 于 K-K 为 有 
限 集 ,因而 必 有 By Zs k >! 这 时 ,我 们 有 
Fle) = FIP) = x 

即 zx ASR ARS. AMR cof). FR asm PRAEARE 
个 之 外 均 属于 ,这 时 , 必 有 某 一 个 m: 使 得 4€K. 于 是 f"([x 一 。， 
DDOL GO .2JD[a—-s.2J FR O>0 成 立 .我们 已 经 推 得 
在 这 种 情形 下 引 理 17. 3 中 的 条 件 (a) 成 立 . 根据 引 理 17. 3 可 知 ,z 
E wtf). 证 毕 ， 

定理 17.2 设 f 了 是 线段 1 上 的 一 个 连续 日 映射 , 则 了 了 的 非洲 
Zk OPATREA MESH o RELA. 

AF 的 o 极限 集 oA MATRA of) 包含 害 f 
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的 周期 点 集 P( 拉 的 闭 包 P07). 
根据 引 理 17. 4, 容 易 证 明 这 个 定理 ,请 读者 自行 完成 . 
定理 17.3 设 了 是 线段 上 上 的 一 个 连续 自 上 映射 , 则 有 
off) = APO 门下 BC A PGS AN e 
证 明 ER o( PCa). HF oE FARETE OL 
gR 17. 1K flap) =aG Cprcacf)). Ae 
wolf) CF) A FRO A PRG Te 
Wi rE BCONSCACPIN FP RSN e. 因而 对 于 每 一 个 ， 
> 0 FEE n COC), HE PG.) =2. EE rA otf). 这 时 生产 了) 
(参见 定理 17. 2).9¢ A etA E T a CS Oe 15. 1). 因 此， 
我 们 可 以 选取 ¢ dl. 使 得 xzE (c,d) HHA CeO NPCO=O. 根据 
引 理 14. 4, 不 失 一 般 竹 ,可 设 (e:2? 为 正 型 区 间 - A eos), RR 
据 引 理 17. 4 ,我们 可 以 选取 满足 荣 件 :对 于 任意 xzE te,x} 和 任意 
MY m> MA f(z) & er T 
K = ed) U feled) U f?(tesd)) Uo 
我 们 指出 : 
(1) ”由 于 zxE te, 由 是 非 游 葛 点 , 易 见 政和 了 LK) 都 可 表 为 有 
PR EX ASSES. 因此 ,fCK) 的 边界 点 只 有 有 限 多 个; 
(2) 下 和 了 (CK) 都 是 了 的 不 变 子 集 . 因此 起 和 了 (KD) 也 都 是 了 
ARE 
(3) 根据 前 面 “ HIER. CoS KI= DS; 
(4) 根据 引 理 15. 5,2Ef(K); 
(D 根据 定理 15. 1, 对 于 任意 a> 0.y. Aled]; 
(O 对 于 任意 a0, EK). 
为 证 明 56) ,根据 (5) ,我 们 只 需 证 明 yw CK. ARE i ng 
K 对 于 某 一 个 aoi 成立 . 选取 >0, 使 得 对 于 zE€ 1 enle 有 
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PIE (ed). AE GD) A ES) mn 和 任何 E 7 |e — y] <e, FR 
们 有 POC K MH Psy, 这 与 加 EE OCA AF ACS WSL 15. 
S). 这 说 明 (6} 成 立 . 

MERI ERA AEF EM a eg. ABE FCA 
界 点 ,由 (1) 知 fCK) 只 有 有 限 个 边界 点 . 故 有 而 记 m E n 这 
FE fen) = Penn a =z, Bl 2 hy FA. HERA 
ARE ER REAR. A SPR yy BPCORA RS. 
由 于 天 ty) 二 5， 可 选取 序 分 小 的 e> 0. Bert er Kk) FF 
H f*(2—e,2+6)9C (c,d). 根据 (2) 和 (C3) 可 和 ;了 (Cx 一 ;十 8)) 喧 - 
[c,d). 根据 引 理 15. 5, 可 以 选取 wE (z* 一 wz 十 以 及 M>0, te 
JF Dg Sve fPfWweLe.d, Wy FM OHKPQqod=2 这 与 (cy 
是 正 型 区 间 的 假定 矛盾 . AF ARH z 扣 ef 的 反 证 假定 不 成 立 . 
因而 我 们 有 x€ wtf). 因 此 ,有 

Xf DOAN FRG A PLUGDA e /# 

7817.3 证 毕 . | 


918 MPRE h KA" Fl” 
——— n VAY, 


Be EA ae FE R BE Th AR, Be HE E i Lk Ph 
现代 化 的 工具 . 例如 第 3 Pfr An RR HS OE A RC, SE Fo BK 
族 通 过 计算 机 的 计算 而 发 现 的 . 现代 电子 计算 机 以 速度 快 ,容量 大 
为 其 特色 ,并 能 作 相 当 精 确 的 计算 ;有 时 为 了 看 清 某 一 个 或 其 一 族 
RAHENA ,计算 机 壳 常 要 作 几 亿 次 运算 ,然后 在 一 张 小 纸 上 
将 结果 等 成 上 百 万 个 点 子 . ECE. REL TE RE A 
中 ,并 下 了 汗马功劳 ,那些 窗帘 麻 麻 的 点 子 连 成 的 图 形 常 给 人 人 们 和 极 
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大 的 启示 . 数学 家 们 一 方面 从 这 些 启 示 中 得 益 , 另 一 上 方面 又 对 计算 
机 的 可 车 性 提出 质疑 . 

考 庸 置疑 ,再 精确 的 数值 计算 也 是 有 误差 的 . 例如 ,计算 条 一 
个 函数 了 在 点 * 处 的 函数 值 Kz) 时 ,由 于 数值 计算 的 允许 误差 , 设 
ye 0, 你 所 算得 的 常常 并 不 是 fxz) 的 精确 值 , 而 是 另外 某 一 个 
与 六 ) 的 绝对 值 小 于 :的 xz. 假如 你 朴 断 定 这 个 给 定 的 x 是 不 是 
周期 点 ,你 将 要 计算 Poof). RMB SSO. AE 
初 值 的 并 不 是 fom SSI REP POA AS OD 
是 某 一 个 与 fr 2 BASED F e 89 ter 如 此 继续 下 去 ， 
这 样 便 得 到 了 一 串 点 ze 一 zyziyzr ,其 中 后 面 一 个 与 其 前 面 -~ 个 
的 -FAI ARAF oe, BH FED ara |<eei=0,1,2, R 
使 对 于 某 一 个 4 六 0 有 | 了 (lz,_1) ml ce h FE AV e a ee 
向 ,zo 可 能 会 被 当成 =- :的 像 ,也 就 是 说 mm BT RR SETA AE S A n- e 
期 点 ,不 管 它 是 不 是 真正 的 周期 点 . 当然 ,如 果 计 算 的 允许 误差 取 
小 一 些 , 这 种 误 断 的 可 能 性 也 会 变 小 . 然而 读者 不 难 发 现 ,无 论 多 
许 误 差 多 么 小 ,任何 一 个 回归 点 都 有 可 能 被 误 断 为 周期 点 (参见 引 
H 18. 1). 这 人 迫使 我 人 提出 一 个 新 概念 - O 链 回归 点 的 概念 ,并 去 
研究 链 回 归 点 与 周期 点 的 关系 . 概 言 之 , 链 回 妇 操 就 是 无 论 如 何 精 
确 的 数值 计算 都 有 可 能 将 它 误 断 为 周期 点 的 那 种 肪 .下 面 我 们 纵 
出 严 介 的 定义 和 论证 . 主要 的 结论 是 :只 有 在 周期 点 集 是 财 集 的 时 
候 , 链 回 妇 工 才 都 是 周期 操 & 和 参见 定理 18. 2). 

设 f PARE] LA PER ABN. CT RA SERIE, 
如 果 对 任意 em 0 AEA AIR T rasa etal EG tote, 
HH | fe) — z | <et=—9,1,2,0m—-1L GER m 不 是 一 个 固定 的 
ey CR a ae * 不 同 而 不 画 .). 了 的 链 回 当 点 构成 的 集合 记 作 


CR(f). 
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让 我 们 先 来 通过 例 18. 1 看 看 链 回 归 点 集 CR SABIE 
期 点 集 之 问 可 能 发 生 的 巨大 差异 ， 

例 18. 1 设 线段 [0,]] 上 的 连续 自 映 射 了 如 图 18. 1 所 示 , 它 
满足 下 列 杀 性 : 

(a) FED =0,flad—a,f lb) 一 
LEAR fO)=1, HHR ahl. 

O 于 在 区 闻 L0.a Leb], 
1 LE ,都 是 严格 单调 的 :并且 对 于 任意 
TE Osa). f(t) >r. 

请 读者 自己 去 验证 一 下 ,对 于 这 
个 映射 而 言 ，2(f) 一 Pt) 二 [4,1] 图 18. 1 
U0}, ca =[0,1] REREH, OOP BRR AE TA 
WA RETR aE TRA ,但 它 的 每 一 个 点 都 是 了 的 链 
FIA A. 

现在 ,我 们 来 研究 链 回 归 点 集 的 若干 基本 性 质 ， 

引 理 18.1 设 了 是 线段 上 上 的 连续 自 映射 . 则 了 的 每 一 个 非 
游 莫 点 都 是 链 回 归 点 . 因此 ， 

CRD D OF DWF) DP) DRO) D PCH). 

证 明 设 xEI 是 f TARR A-. 给 定 :>0. 根据 推论 13. 
1 ,存在 yE€7 MER m0, Bl y—-Ff@) |< 以 及 "09) =«. 这 时 ， 
EO nmr, eer =F toe SF AR as Hf Q=sz, 
则 有 fe 2.41 [ee 0.%-+,m. 这 就 证 明了 zz 是 了 前 链 回归 点 . 
因而 CERDDOR. 天 理 中 其 它 的 包 会 关系 可 参见 引 理 15. 1 和 定 
理 17. 2. 证 毕 ， 

引 理 18.2 设 了 是 线段 上 上 的 一 个 连续 自 有 映射 . 则 , 的 链 回 
阿 点 集 是 了 的 闭 子 集 , 并 且 也 是 了 的 不 变 子 集 . 
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证 明 设 zE7 是 /的 链 回 归 点 集 CRON TRA ERS 
E >> 收 根据 子 的 连续 性 ,存在 46>4 司 得 对 于 任意 的 >zE /, 
221 <6, BIS) —$@) |<. 选 定 一 个 满 是 上 述 条 件 并 且 小 于 
5 BY o> 0. 然后 选取 /的 链 回 归 点 vyE7, 使 得 |x 一 y|<5. 根 据 链 回 
VASE SC FEE gorge ae E T ER n = ya ey AR Fy 


E ; 
‘+ <y, l, -,m— I. Ay Ey SE, t] By Tr = Yrs "y bni Mm 


ya_i LAR Tm = E 此 时 ,有 


ERETO 一 z| = lf Cx) 一 y] 
KIF LO i +lfG@d—y |<e 
| ft) — agi. 一 PCH — mail <e, t= i,2,eesm—- 2 


以 及 
[Fn | = f(y) 一 了 
S| fn yn i + lye |<e 
根据 链 回 好 点 的 定义 ,z 是 了 的 链 回归 点 . 这 就 证 明了 /的 链 回 归 
点 集 是 闭 集 
证 明了 的 链 回 归 点 集 CRU) 是 了 的 不 变 子 集 即 证 明了 CCRCF)) 
CORY). 为 证 明 这 一 点 , 设 z 是 了 的 一 个 链 回 归 点 . 我 们 要 证 明 的 


是 ,f(z) 也 是 了 的 链 回 归 点 . 任意 给 定 > 选取 二 >6>0, 使 得 当 


 2€ 1, |$ (2) La WARIS) HS) [<p HB SE FRE 
HER tE EY A BSS. 由 于 zx EI AE tostis 
… ,za E LEE mamaje BS) ais Ldi 0, beer ym 
一 1 现在 令 yp fle) yi = Egs Ye = Ea y tt Yni He LAR Ya = Se). 
”这 时 我 们 有 

| .Fe — yl = |f ir) ~ 22] 
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= | f? (2) —f lei) |+ FE) rle 
FC) 一 yea! = [ff Gna) — al Se, =], 2 pe m — 2 
以 及 
1 一 加 | 一 jz 一 了 (xz = 0 

以 上 证 明了 大 2 是 了 的 链 回 归 点 .证 毕 . 

5 理 18.3 ef BRAT LAPEER RAN. Mi >0 为 
企 意 整数 . 则 和 了 的 链 回 归 点 集 CROS T r e AA CRG). 

证 明 ” 先 来 证 明 CRIO COR(S). Bre CRO. ERAS e> 
0. 因而 存在 moot syn E71 使 得 zo 二 za 二 z DA fD mn Ce, 
i 一 和 0,1,2,… im, BS gi t yi Foe gaei = F de ST 
Yat FED attt s Yran Ts Ben ea T y Feet = Enl a Fmt t= 
Fiam) a Hee eta =F C a VAR yee = 2 AU 加 一 加 ,一 了 以 及 
0 一 1. ERAT zE CRG). 

再 来 证 明 CROCS) CERC). Bc CRP). 任意 给 定 ed 对于: 
一 112 一 1 根据 了 的 一 致 连续 性 ,选取 问 >>0, 使 得 当 zee 
L, amz <H IF Ca) — fe) |<. 令 6 二 min {S150 da 


=}. 可 见 , 当 ae ET, azal AIP GOP) |< i= 


0 1， 一 上 RIES HA RAE 8 Fos ote E i 使 得 Bq = Tm 
=a DL | ff C2) | 
Een tym = Em s Eia Lym pd EE tt Eat 1) = Eai a ae oe A AD 
to = tet LAR Fan [dt 0,1), ma 1 aS fo et 
= a Yo Tony Ym Em ET, A yo ym =x 以太 
(EA) me | Gd are Da | 
< S Cte) — fr Cg | 
a | FO! Cte frat) | 
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+-+ | f (tinge) — Zee | 
< 
这 是 因为 根据 52>0 HEIL R | fie) 一 z+1| <6. RTA 


PEG) ~ fa | j= Osler l, 


对 于 任意 :一 0,1,， nm 一 1 成立. 这 样 我们 便 完 成 了 z 是 六 了 榴 链 
E A SAE AA. WE. 

现在 我 们 来 证 明 本 节 的 一 些 主要 的 结论 . 

定理 18. 1 设 了 是 线段 1 上 的 一 个 连续 自 映射 .了 的 周期 点 
的 局 期 都 是 2 的 方 赛 , 当 且 仅 当 对 于 任何 非 周期 的 链 回 归 点 的 
一 极限 集中 不 包含 任何 周期 点 . 

为 了 证 明 这 个 和 定理 ,需要 后 面 的 引 理 18. 4 一 引 理 18. 8. 定理 
18.1 的 证 明 特 被 置 于 引 理 18. 8 之 后 . 

引 理 18. 4 er ARR! LH AERAR. MRE 
cE 使 得 

MMarcfhf@ RA fa) oases fer) 

Bos A m0 是 基 一 整数 ,4?>0 是 基 一 个 奇数 , 则 了 有 一 个 周 
期 点 以 非 2 的 方 蹇 为 局 期 ， 

引 理 18. 4 是 定理 13. 16H a ie. POR A a A’ 

引 理 18. 5 . RF PRET LATER RH. 又 设 4 为 ? 
的 开 子 集 ,并 且 满 足 条 件 了 CDC4( 其 中 二 为 4 的 闭 包 ?, 则 对 于 任 
这 CCRC — AMEE a> 0. PEA. 

证 明 根据 引 理 18 3. RIN ABATE ECR-A, 
fo) & A. 用 反 证 法 证 明 这 一 点 如 下 . 

设 对 于 菜 一 点 rECR PA, Bf DEAS 

e = inf{ ly — yli & Avge © FCAD} 
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根据 本 引 理 条 件 可 知 [一 4 与 了 4) 为 互 不 相交 的 闭 集 ,所 以 e> 0. 
H F te CR SF) FTE forire sw EI, (BIG mnt LAR | fed 
— 24, |e MF r—O.1. 21 成 立 , FH fGIH=fHeaA RE 
着 ze ARI AMBER ZA ao E 4. 依次 类 推 ,最 后 得 
Al firn- EA AR n= A. KET A A. 证 毕 . 

5| 理 18.6 if ARRI LATHER el. eve 
olr sf) , 则 对 于 任意 * 闻 0, 存 在 0 使 得 Sf G@ CoG). 

证 明 iyeon f), FEER RUFI] moo, Fa RH IF 
列 f(a) y. 对 于 a0, > m= pater AP 0 和 mn, 请 7 中 公有 
无 限 稳 个 具有 相同 的 值 , 设 此 值 为 ”>. 即 ere Sr BP ey 
< A pemn r, H] 

Pm Ce) = a Ce) — fi). 

这 表示 f(y Eats, ft). TER. 

引 理 18.7 设 了 为 线段 ='o, db  EH-TERARH, OR 
了 有 一 个 非 周期 的 链 回 归 点 xz( 即 rE CROPS) ,使 得 7z 的 ( 相 
对 于 了 而 言 的 )er 极限 集中 有 了 的 不 动 点 , 则 了 有 周期 操 以 非 2 的 
i ae AY el BA 

证 明 设 zECRIfF) 一 P(f), 使 得 eE wtz;f), 其 中 e 是 了 的 -~ 
个 不 动 点 . 不 失 一 般 性 , 设 ele. 依次 证 述 本 引 理 如 下 . 

CA) ”如 果 存 在 yE (x,e) 以 及 某 一 整数 > 0. Pps, 
a SS | FS 2A ee ae 

AA. ae EE E GOE OO =g AOA 
eG o(z.f) 425] 18.6.8 1) Eola, PO ARFEBR-BR 

m> 0, fee f(a) € (2.8). 于 是 

| GQ < 
Stay ec fer Cz) 
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m+ 1 "m+ 2 两 个 整数 中 总 有 -- 个 是 奇数 - 根据 引 理 18. 4,f 有 周 
期 点 以 非 2 BOT ARCA Jed A. 

(BA) FE Ei b] S Go =r AAMRAR. MS [一 
(c.2,,CRBRIOT S.A wR FCA, A Ma E 18. 5.0 
r PNAS 2.728 Fela. DNATA. 

CC) &Susmini#€ lz bh f y 一 2 PRS Pod =r 并 
且 对 于 任意 yE OWA Ar. 

(CD) 如 果 wE (re) ,根据 (4), 本 引 理 已 被 证 明 . Fi uE Ce, 
b] 这 时 ,存在 vE (rz, 使 得 fw} 二 &. AA, RAR BS (2,0) fe 
7 的 开 集 ,并 且 满 足 条 件 CBB, BS ecaa, FON BRAT 
18. 5 矛盾 . 

CE) SF ve (1,0) ,根据 (4), 本 引 理 证 毕 . 下 设 ve (enn). 这 
时 , 易 见 存在 + E Coe HERB ftw ) 一 e; 存 在 vw C Cee 1 FC ) 
=4 .因而 对 于 任意 122.8 

e= fi) oe oft) 
据 引 理 18. 4, 了 有 周期 点 以 非 2 BREA JAR. 引 理 18.7 证 毕 . 

g| 18.8 设 / 为 线段 了 上 上 的 一 个 连续 上 自 映 射 - 奉子 有 一 个 
3- ASL MEE EPP EE 产 (zyERCf 对 于 基 一 个 
整数 n> 0 成 立 ， 

证 明 不 失 一 般 性 , 设 Pipe ps 是 子 的 一 个 3- Fal HS. RAE 
FD = mof OD = p WR fad=n- BW Case: DDL pe 和 
f?(L pes ps D DL pes ps |. BME CEL mp M r ps JA a =f? BY 
动 点 . & 

fo = maxtc © [prope lig(r) = z) 
yo=min{zG [ pepa]: =z} 
BSR ry 并 且 它 们 都 是 y 的 不 动 点 .由 于 g(a)= 二 ps, 所 以 存在 4 
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Elp sr HE g(a) =y,. 4 
z=max{u E | pete :og(uy = yo} 
SPR 9 (2) = yo HPAL zcy. 我 们 指出 ， 
(A) SPER Tb eo 0, FER o> 0. eR 
gtlz,z+ eD Dla — 6,90] 
因为 只 要 。 充 分 小 ,我 们 便 有 eto EMR cE 
JA). 

(8) MPT 6> 0, FEM m> 0,184 9" (Lae by JO 
[71 yo LATER A, EE PRA g 的 不 动 点 ,并 且 
对 于 nE lorn ENA gir = p A, RCA RT 
任意 m0 AA pag lydy DCRR meg (Lyo-doyo DPM ALm, 
yo Egr! yodga D) ERT yo- og C9-6) g (yo- 8), oo HR PAR 
i eA. ERRAT g BSE — PAR voce. 从 而 当 m 充分 大 
Rs HA peg" (yo-6). MIX A peg" (Lye. yo |). IX BY fH PF 
ie 6 48 FF A- 

Pa te, ARSE CAD ACB) REE FE ae a eo 0. FR AT A RRI 
整数 m0, HER gtl ete D Dleet] 于 是 [z,z 十 ze] 中 有 5 的 
周期 点 , 即 zE Pty) 二 PO). 然而 9 C2) 二 (2) 二 yp 人 EPlg)==PO). 
另外 ,由 于 3z 关 如 而 下 (tz) 是 扬 的 不 动感 ; 折 以 zQ@ PCP. 以 上 了 这些 
就 证 明 『 引 理 18. 8. 

定理 18. 1 的 证 明 和 如果 了 有 一 个 周期 点 以 非 2 的 方 带 为 周 
期 ,根据 沙 可 夫 斯 基 定 理 { 定 理 8. 1) ,存在 着 -一 个 整数 m 半 0. 使 得 
f*” 有 3 一 周期 轨 . 根据 引 理 18. 38, 存在 ce EEPE 
PCS"), PEAR fo (2) EPC POM PBR eS OM. ER PCP 
PCPA RPCCCREY) ,我 们 有 z 是 /的 -~ 个 非 周 期 的 链 回归 点 ， 
FAAS RASA PORE o— TRB. UA SS EE 
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18. 1 的 必要 性 . 

以 下 证 明定 理 18. 1 的 充分 性 . 设 * 是 了 的 一 个 非 周 期 的 链 回 
FX SPARC MH o 极限 集中 有 -- 个 * 一 周期 点 r 根据 引 理 18. 
6, FER -整数 0, EA r SKF Eol ff). eS NAS 
A. 根据 引 理 18. 3.2 Æ f EAE RRR a a. st A 
HE 138.7 可 知 , 产 有 周期 点 以 非 OAR AREA. 因而 了 也 有 周期 
ALIE 2 的 方 检 为 周期 . 证 毕 ， 

定理 18.2 设 了 为 线段 /上 的 -个 连续 自 殴 射 , 则 以 下 条 件 
是 等 价 的: 

(1) 于 的 链 回 妇 点 部 是 周期 点 ; 

(2) 了 的 非 游 莫 点 都 是 周期 点 : 

(32> 于 的 % 一 极限 点 都 是 周期 点 ; 

(4》 了 的 周期 点 集 为 财 集 . 

证 明 ”根据 引 理 18. 1 可 知 , CDS (9 (3S 4). BAe 
7V EPID =P). 根据 定理 14. 3, 这 时 ,f 了 的 周期 点 的 周期 都 是 2 
HY ARE. 假如 (1) 不成立 ;也 就 是 说 存在 点 CECRCS)-PCS). 根据 推 
iè 15. 4, 我 们 有 of POPPA. RFPP=P CP), 所以 在 
otz DRA RAG. 根据 定理 18.1, 这 与 了 的 周期 点 的 周期 都 是 2 
RAR PB. 这 就 给 出 了 ( 科 二 (1). 定理 证 毕 . 


附录 与 本 章 内 容 有 关 的 文献 简介 


AS Roo 极限 点 , 非 游 蔓 点 和 链 回 归 点 这 些 概念 是 周期 点 
的 概念 逐次 推广 而 得 到 的 一 系列 概念 它们 都 是 动 方 体系 中 的 重 
要 概念 . 对 于 一 般 的 紧 致 度量 空间 的 自 映射 ,这 些 点 类 的 研究 早 在 
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三 .四 十 年 代 就 已 开始 .然而 ,对 于 线段 连续 自 映 射 而 言 , 相 应 的 工 
作 却 是 近 十 年 来 的 热 王 课题 ， 

在 第 14 节 中 ,我 们 介绍 了 关于 线段 连续 自 映 射 的 回归 点 集 的 
某 些 第 时. 其 牛 定理 14.1 对 于 一 般 的 紧 致 度量 空间 的 连续 自 映 射 
也 是 成 立 的 ,该 一 定理 由 P. Erdës 和 A. H. Stone[ 78] 早 在 40 4 È 
AR uk HH. L. YoungL79] 对 于 分 段 单调 的 线段 连续 自 映射 的 情况 ， 
证 明了 定理 14.2 狗 结 论 ;而 这 个 定理 本 身 则 BE OE. M. Coven 和 
G. A. Hedlundj 80 |. 我 们 已 经 看 到 用 引 理 14. 4 3 EA ie HP 14.2 是 
十 分 方便 的 ;在 以 后 几 节 中 这 个 引 理 也 有 很 大 的 作用 , 它 是 能 金城 
LELIA OLY CA Ar W. A. Coppell 82], 83] 也 独立 好 得 到 ) 定理 
14. 3 RF LT R 84 J, 

第 15 与 第 16 ORR RAR Y Ww Ew SB. 一 个 基 
键 性 的 引 理 是 引 理 15.5, Y H E. M. Coven 和 Z. Nitecki[ 85] 首 先 证 
曝 《 当 了 为 分 段 单 调 的 映射 时 的 证 明 蛮 可 参见 [79]). 定理 15.1 及 
其 推论 ,以 及 定理 15.2 by ul Wy ey ae We ee! |. 然而 定理 
15. 2 M| Æ H A. N. Sarkovskii 86] 首 先 给 出 .定理 15.3 属于 能 金城 
LBRT] EA Se OM] Py OL OE. M. Coven 和 Z, Nitecki[ 80] ,周作 
领 [88] 以 及 Z. Miteckif89]. 定理 16. 1 和 定理 16.2 RM 
[85]. 定理 16.3 Wj dy E90 | Z. Nitecki[91] 独 立地 发 现 .在 
本 书 中 该 三 条 定理 是 按 同 一 方式 筑 一 地 证 明 的 . 

第 17 节 研 究 线 段 连 续 自 映射 的 一 极限 点 ,定理 17.1 KG 
能 人 金城 [92 |. 定理 17,.2 原 则 上 属于 A.N. Sarkovskii[ 93]. 定理 17. 
3 前 先 由 入 . Blokh, 94j] 宣 珊 《 未 附 证 明 }, 在 这 里 是 首次 给 出 完整 的 
if 84. | 

第 ]8 节 研 究 线 段 连续 自 映射 的 链 回 当 点 .这 类 研究 工作 首先 
开始 于 L. Block Æ J. Franke[95 |. 定理 18.1 见于 能 侈 城 [961]. 由 这 
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一 定理 ,可 以 坦 到 许多 先前 的 已 知 结 果 , 部 份 结 果 我 们 列举 在 可 题 
18. 2i 中 ,读者 可 以 允 见 砷 公 夫 [197].[98j, 周 作 领 和 刘 旺 金 L99j]， 
L. Block 100 1 以 及 Z. Nitecki(91 |]. 至 于 定理 18.2 HIER yE 
AR a3 & 1% C2) fA) BY Se pr te T IE A] fF L101 J, Z. Nitecki 
[Ol |Fn ea LSe], ATF (1a C4) oY St tE M OB EF L. Block 和 J. 
Franke | 95). 这 一 定理 涉及 一 批 昌 期 工作 和 特例 ,可 参见 L. Block 
[102_, [103], E. M. Coven 和 G. A. Hedlund[ 104] ,周作 领 [|105 了 3， 
[106 | 以 及 周作 领 和 刘 AE 金 L107j. 


“J KÄ 


li. ] 请 读者 自己 补 全 引 理 12. 1, 3| 12.2 $e J) 12.3 的 证 
IA, 

14.2 RTRT LEMAR eA aC Rc zx f 
aA GEA ETAB S. (提示 ; 考 虚 例 10.1 ft 
10.2 中 的 映射 . ) 

14.3 if ERB I Lapik | RH. iE. 

(ay twRrel AS HAE SMS PER EK 0, 
产 (还 下 了 的 回归 入. 

HO 如果 YE 满足 条 件 :存在 某 一 个 整数 20 使 得 
Fftz) 是 了 的 周期 总 ， 则 工 不 是 了 的 园 归 点 . 

《co PA YE7 是 了 的 回归 点 , 则 对 于 任意 整数 # 们 0 
fede F BENE A yO r i Pp Se. 

(2) KOR P—PCHIRT ERIS MARE. 

Cey FCR(PI=RCFIAR FRID — PCR) =R) 一 


E4. 


1A. 


15. 


15. 


lo. 


19 


. 12 


13 
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PUP), 
hE. to RO RE Be AE OF Ay A a ARS PPS 
PARE LR) fF Aee OS a OO A. 
HEARERS RH tHE SRR. CAR HA x fe 
习题 14-2 可 知 ,st FB Aa 2a Ra Be 
SETENE.) 

+ tE — AE whe 43 #5 HLF IRR Oe HE IR 
中 ,有 一 个 没有 周期 点 的 区 闻 ,而 这 个 区 间 醋 是 正 型 的 又 是 
A #4. 

Gf mR tai Pe BR. BRT Ag E A, 
(A E RL). 如 困 对 于 某 一 个 丰 CET [ace 中 (或 Ce 中) 
没有 了 的 周期 点， 屠 玄 [ascii 或 (ea 一定 是 正 型 区 间 【 点 
AYEM). 

证 明 : 对 于 例 13. 1 oP ge AE Gk OOP 


TF 一 人 小- 由， 


构造 线段 [0,1]j 上 的 一 个 连续 自 映射 了 ,使 得 只 (F)-PC7J 是 
无 限 的 可 数 革 ， 

EH AC! 是 线段 了 上 上 的 连续 自 映 射 了 的 ( 强 )》 不 甘于 
集 , 则 对 子 性 意 整 数 eK EP OR REF Ë. 

举例 说 明 线 段 连 续 自 映射 了 的 非 荡 集 吕 (f) 可 议 不 是 了 的 
ARETE. 

HKRAIPR ROHR EA KK ARIK. CSR 
HRA IRR.) 

MS ARR LO -P eee ARH. ee GH PIE 
FEAL AB ey FC) f2 Cr) ee Fa A Gy 
Cl, FRE cP OmMHERR L>O0 FA ZET, 


Ig. 


16. 


17. 
IF. 


IF. 


. 14 


Ze 


~23 
. 24 
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186 函数 选民 与 一 维 动力 系统 


lJe—yl<le, fo BRM mL, HF 了 "(2) ==. 
His RAO JE ag PER RA SAA 
eR IB RA BARA ORS OHA, A 
Elir; fa PRA SOAS. (GDR « fe b A 
其 两 个 畏 点 的 开 区 间 ， ] 
完成 推论 15.3 的 证 明 . 
if ARAB] be) —P aR OR. 证明 OCP =T SB BAR 
4 pf) =]. 
Wee Hm Bbw. A TH SAW 16.2 Pepa S ns, 
点 a 是 了 的 非 游荡 点 而 不 是 了 的 非 游 荡 点 . 并 指出 4 一定 
不 在 了 上 的 周期 点 业 的 闭 包 之 中 ， 
hk FARRER ARH ORK PER. 证明: 如 果 工 是 
f 的 非 游荡 丰 ， 则 工 对 于 子 而 言 的 正 向 轨道 【了 FT 下 
(z),…} 中 的 每 一 个 点 者 是 产 的 非 游荡 点 . 
档 诸 一 个 线 上 小 连续 自控 射 了 ,使 得 

QF = OCFIA QC). 
ARS Fee 17.1 4i. 
ci f RRR OR. H: c RF Hh wm 一 极限 
SMA Tee BE eo Oc he Hf Af aE Oe. 
设 了 是 线段 连续 自 映射 .证 明 :z 为 了 的 一 个 口 一 板 限 志 ， 
Bn zz 和 全 (5f 当 县 在 当 对 于 任意 HOA Ci HREM a. 
fy sna > 0, 48 43 [fC y)-z | <Ce, t= 1,2,3. 
补足 定理 17.2 之 证 明 . 
证 明 : 若 xzEB(f)-PCf)， 并 且 z 的 正 向 轨道 是 有 限 的 , 则 Y 
HAPMAP FARA BORA. 
设 了 是 线段 了 上 的 一 个 连续 自 映 射 ,zxE7 称 为 了 的 一 个 特 
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RRR wR) cHhAS HABA FALE 


‘Hao E POA H- PSR FABLE 


Å Fy f(s) fo A om, RRP gy iH 1,2, 

EIRAS —PRERE ela) ce HZ SHAR 

oC) 存在 了 的 某 一 周期 点 plo, PRE A 

列 yp fo x ER SF] om, A Fy) Set 1,2,3++. 证 

FAT Flee He 

(ca) 每 一 个 特 珠 异 装点 都 是 异 状 点 ,每 一 个 异 状 点 都 是 

ee E Wt A.. 

(4) #$ xr O(f)-PCf) ATR PR a> PEP 

(f), Rs 2 PARRA SS FE OCSI—P CPA olz, 

JNNPOGIAS Act —-PREG.. 

WATERERS ARBRE BRM. WIT FRA FH. 

Co) SHARMA BPA 2H aH; 

Co) At Pe ce PPP Cf) te hy RR r0 都 有 
(rE PEF); 

(c) ”对 于 性 何 xEP(F) 一 P(f) 都 有 wx, 站 门 P(f) 一 0; 
(4) At PH cE OCf)-PCf) ey FR a> 0A SF 
(2) & PCP); | 
(e) At PE cE QO f)-PCPIRBA oa DNP; 

Cf) 了 没有 条 殊 开 状 所 

Co) JRR PR SO; 

Ch) HF ECR -PRETER al RA SP 
COE PCH); 

O AT PEP PECRQD PCS) BA oft. NNP =D 

[提示 :应 用 引 理 18.7, 引 理 18.8 和 本 节 习 题 18. 25. | 
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Se Pee Sa RAE Rae 


在 第 二 章 和 第 二 章 里 ,大 上 多数 情形 ,仅仅 要 求 所 讨论 的 函数 是 
连续 的 . 在 连续 性 前 担 下 研究 迭代 ,居于 拓扑 动力 系统 领域 . 如 果 
进一步 要 求 进行 迭代 的 函数 具有 可 微 性 ,所 进行 的 研究 便 属 于 向 
分 动力 系统 领域 了 . | 

因为 描述 物理 现象 或 其 他 自然 现象 时 ,所 涉及 的 函数 一 般 者 
是 可 微 的 ,所 以 微分 动力 系统 的 研究 具有 十 分 重要 的 意义 . 在 第 二 
音 里 介绍 的 马蹄 映射 及 费 根 堡 现象 ,已 属于 微分 动力 系统 的 研究 
对 象 . 本 章 将 对 有 关 的 问题 作 较为 系统 的 讨论 . 

正如 我 国 著名 数学 家 廊 山 涛 教授 所 指出 的 那样 .微分 动力 系 
统 的 中 心 概念 是 结构 稳定 ,而 结构 稳定 的 反面 是 分 支 ,因而 对 结构 
稳定 与 分 支 的 研究 ,成 为 微分 动力 系统 的 主流 . 这 一 方向 的 研究 联 
系 着 近年 混沌 现象 的 发 现 , 引 起 众多 的 不 同学 科 领 域 专家 拉 的 极 
大 兴趣 . 尽管 本 书 只 涉及 一 维 动力 系统 ,但 也 能 用 较 简 单 的 例 于 来 
介绍 关于 结构 稳定 .分支 及 混沌 的 有 关 概 念 及 现象 

下 面 将 从 一 个 具体 的 例 于 讲 起 . 
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S19 = 2K wh Re HR TR 


RRR fo) =a td ERSDKDE-KRR. 二 次 函数 
DU AS A eR 次 就 成 为 次 多 项 式 , 性 质 如 何 , 是 一 眼看 不 透 
AA. 

有 了 电脑 ,人 们 用 直接 计算 的 方法 对 二 次 函数 的 迭代 作 了 大 
景 研究 ,发 现 了 一 系列 复杂 而 有 趣 的 现象 . 在 第 二 章 的 89 中 所 介 
绍 的 费 根 堡 现象 ,就 是 通过 研究 二 次 函数 法 代 而 发 现 的 . 别 看 二 次 
函数 简单 ERE SR), HRS”. LEMS BRERA 
的 重要 概念 和 深刻 的 规律 , 都 能 在 二 次 范 数 迭代 过 程 中 旦 现 出 来 . 

我 们 对 二 次 函数 的 迭代 作 研 究 ,将 采用 比较 系统 的 观点 . 不 是 
单单 研究 某 一 个 二 次 函数 的 迭代 ,而 是 研究 带 有 参数 “的 一 族 二 
次 函数 

gfe} = url — r), Cn 0) (19.1) 

看 看 随 着 参数 u BEE g. HERBIE RE. 把 二 次 
RRRS 1) 的 形式 ,是 为 了 让 一 个 不 动 点 与 原点 重合 ,讨论 起 
来 简单 一 些 . 任何 具有 两 个 不 动 点 的 二 次 渗 数 ,总 可 以 通过 简单 的 
不 影响 其 迭代 轨道 的 变换 一 -让 坐标 原点 沿 直 线 y 一 > 移动 以 及 
改变 尺度 一 一 化 为 (19. 1) 的 形式 .* 在 $9 中 我 们 已 经 看 到 , 正 是 由 
于 对 这 种 二 次 函数 族 的 研究 , 才 导 至 有 趣 的 费 根 保 现 象 的 发 现 . 

为 了 观察 起 来 方便 . 我 们 先 引进 站 图 上 看 迭代 轨道 性 质 的 直 
观 方法 . AT Rm 一 个 函数 ,可 以 采用 好 几 种 方法 ,如 函数 表 、 分 析 
表达 式 以 及 函数 图 像 等 . 直接 在 计算 机 上 算 和 迭代 ,相当 于 一 次 一 次 
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地 查 表 . 本 书 前 面 几 童 ,主要 则 是 从 函数 的 表达 式 出 发 来 研究 大 
A. 从 荔 数 图 像 上 直接 观察 选 代 轨 道 的 趋势 ,也 不 失 为 一 种 有 效 的 
方法 .其 优点 是 浅显 明 白 ,直观 易 懂 . 虽然 它 不 能 表示 出 精细 的 结 
果 ,但 可 以 一 目 了 然 , 统 观 全 局 趋势 , 因 面 广泛 赴 采 用 

我 们 称 这 种 方法 为 * 蛛 网 
法 ”. 这 里 用 图 19. 1 来 说 明 蛛 网 
法 的 道理 . 在 直角 坐标 系 中 , 画 出 
TAN fz) 的 图 象 三 :8 一 了 (rz]， 
及 直线 /1:y 一 z. 这 条 直线 在 函数 
迭代 的 图 表示 中 起 着 特别 重要 的 
作用 . | oe 

A T it Fook RSL in = | 图 19. 1 
《x0) ,4 二 0,1,2,"} 的 来 龙 去 脉 ,在 : HE PR A ros FEE EDR 
图 . 首先 . 自 m 向 曲线 引 错 重 线 ( 即 与 y 轴 平 行 的 直线 ) 交 曲线 
DF Po Rl Pc 的 级 坐标 为 ffz) 二 xz1, 这 就 在 图 上 找到 了 zi. 为 了 把 
a My BERS] z: 轴 上 ,正好 用 到 直线 Lymer APE Po tE r 
Bh AP fy Be SF Ml Go BPS A a A ip Ao. FE 8o | ER 
与 曲线 卫 交 于 PLR Py ABABA aD 

一 般 规律 是 :Pi 一 (zi,z441) ,这 里 Xia = F(a). 过 Pe 作 水 平 线 
IF Ort O PRR OF Pi. ee Be 
Hott TES HAS SRR EER BR 
点 P.O 产生 的 顺序 FER. 这 就 绕 过 了 求 产 (z) 的 分 析 表 
达 式 的 难题, 定 福地 把 握 着 轨道 {zx, 一 下 (zo)} 的 动向 ， 

现在 我 们 回 到 二 次 函数 达 代 的 问题 上 来 . 一 般 说 来 ,二 次 落 数 
可 表 成 


了 ft = ast +H bete Cf AD) (19. 2) 
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令 kG) sure AG) ARR he) = —— ,这 里 wo 是 待定 系 
ay. AY. 


F(a) = hole fo hlt) (19. 3) 
MEL: 
FOr) = aux? F (av + b)r + othe pen (19. 4) 
I A 
取 u= v= — 5 5 UR 
Pa) =— 2 + (EH È Le) (19. 5) 
a = ' d 3 ÖC + 
Fg C19. 3548 
ft) = he Fc &ol Cr) (19. §) 


Aim. A AAR By LA f DERSEN. 

w =~ ae, 5 Fl =A r 当 4< 一 广 时 , 易 知 恒 有 
F(a) <r, MHAE r 为 正 或 为 全 ;总 有 了 (2) 过 这 时 ,一 定 有 
P(r) — ook] — ] 2 成 立 . 我 们 不 针对 这 样 的 二 次 函数 ,而 对 一 
般 情 形 加 以 讨论 ， 

定理 19.1 车 了 (x) 是 定义 于 开 区 辣 (as 6 上 的 连续 水 数 , 对 
fF—276 Oo, PHA fC (6.8.8 fie) >r(h<r). 则 对 任 一 过 
E (a, p) ,有 

im 1 fe) 一 PCR lim 1 f(x) = g} {19.79 
这 里 a 和 可以 是 一 co 或 十 cc. 

这 个 定理 是 第 一 章 的 8$5 中 定理 5.4 情 形 2 的 直接 推论 .证 
阴 很 简单 ;只 要 注意 到 {下 (z)1} 是 单调 数列 ,而 有 日 它 不 可 能 在 Ca、) 
内 取 到 极限 便 够 了 . 

因此 ,关于 无 不 动 点 的 二 次 站 数 , 其 迁 代 轨道 性 状 十 分 简单 ， 
抛物 线 开 口 向 上 时 ,轨道 均 赵 于 十 ce ,抛物 线 开口 向 下 时 , 则 均 趋 
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F-a. RRRA BK PY PY mE 19. 2. 


当 A= — Bt, (19. 5) 


HY Fey — aH). 这 
时 ,Ptzy 仅 有 一 个 不 动 点 
rams, m Pl ey AR y = 


1 | 
— ra — = dle 
{ 中 | 0 J Fin [=] { > + 


一 趣 ) 处 与 直线 =r 相 切 ， 
并 且 对 一 切 > 有 不 等 式 
Fla) 一 (2 十 也) 所 2 等 式 


仅 当 z= 一 地 时 成 立 . 对 这 
类 函数 ,我们 有 

定理 19.2 设 f(z) 是 
(a. 8 上 的 连续 函数 ,在 (a， 
hp 内 仅 有 一 个 极 值 点 ;而 
f@® #(a,cO Al(c, A) ES 
A. ce MWA S 


| 

| 
| | 
] i 
t | 
t l 
l | 
X of 


1 
l 
l 
l 
| 
l 
[ 
| 
| 
| 
ay 


[eid Ej E 


= 


D 


(FF Om F 


Hj 19. 2 


(eran, H Sa E aA). EG OA Fzy 公 有 一 个 不 动 点 
re f(x"). M far 时 (或 <<z") 时 ,有 lim f"(z) 一 有 或 a), 
当 f (zz* 时 {或 之 "时 ), 有 lim Pas", 

证 明 ”不妨 设 了 了 (2) 之 fz 对 一 切 zE Ca, PA. Poor 的 情 
形 请 读者 自 证 ). 则 了 (zx) 在 Cz* ,8) 上 满足 定理 19. 1 HRA. AM 
对 zE Cz* AA lim a) =p. EJ nE Caz") fC) >" Ml 
=f@IE Cr" ,让 ,也 有 lim f(a) = lim f* (a2) = 8. 
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另 一 方面 , 因 有 = 使 im 产 (x) 二 8, 可 知 f(z) 在 z=c 处 取 极 
M RA OSST r .于 是 满足 条 件 PG <x" a e H 
成 一 个 以 x' 为 右 端点 的 区 间 [t,x' JEE Car? .在 区 则 [t,x ] 或 Ce， 
”x*) 上 用 定理 19. 1 Bee pe" 的 zH lim (2) = 
2°. 证 毕 . 7 
把 定理 19. 2 用 于 函数 P(z) 一 一 (2 十 可), 可 知 


im FC) 一 一 = (4z2E[- +5) 
(19. 8) 
dim Pl) 一 一 co (4 h| > =) 

类 似 的 情形 如 图 19. 3 Bras. 这 里 

只 画 出 了 开口 向 下 的 情况 . 


当 A> 一 子 时 ,(19 5) 中 的 函 
数 F(z) 有 两 个 不 动 点 ， 易 求 出 它 
们 是 


一 1 一 wT 干 机 
a =? 

(19.9) 
e = ILEI T ts x 1 44 B=) 


为 简化 计算 , 作 一 些 变换 . 


& gir) =h l e Fo h(x), 19.3 
这 里 仍 设 AG) suet, EE EG) == aN 
g(r) 一 一 一 204 + EG o> p Y} (19. 10) 


t oe. u= — 2o 0, WB go I aA amr, RAER T RIE 
讨论 的 二 次 函数 族 (19. 1) 的 形式 . 稍 后 将 指出 ,对 族 (19. 1) 的 选 代 


194 RRR AD AEST BE 


进行 讨论 ,并 补充 定理 19. 1 与 19. 2 中 的 至 多 有 一 个 不 动 点 的 情 
形 ,就 把 所 有 的 二 次 函数 都 考 虚 在 内 7 了 .下 辆 我 们 给 出 g(x) = er 
《1 一 2) 的 性 质 ; 
定理 19.3 i gtr 二 pr 一 x (xzE (oo, 十 co0)), 则 
1° ga cÒ) = gt1) = 0; 


— Í 
2° o> p, = ~ i , Dl Gak Pa) = Pal 


3° 4 a> 1 Hf,p € (0,1); 
4 B alra L01 Wi lim gp (2) = — 00, 

证 明 人 性质 1.2 3" 极 易 验 证 . 关于 条, 先 指 出 如 果 0, R 
必 有 yzy<zy 故 1 在 (一 sc，0) 上 上 满足 定理 19 ， 1 之 条 件 . 使 
F <i 时 ,有 lim gi(a)—= — oo. “allay, BULA g, Co) <0, ee 
OR A lim g(s) = lim 多 '(g.(2)) = — oe. 证 毕 ， 

SF Oal 的 销 形 , 有 下 面 定理 ; 

定理 18.4 当 Ocun A, RY og. C2) 一 xt1 一 x?) 有 下 列 性 
Wi 

\° 当 asi Wg. (AME ABA c= 0. 对 一 切 cE (10,1],4 
Jim g(x) 二 0; 对 其 他 的 2M lim 9%Cz) 一 一 oo， 


2。 当 Occ} Ht, rE AW im giz) = 0; 95 o= 


l 


l u—l un 
一 一 Q 3 | M = 一- 
F 或 则 gy xo) 


(W= 152,38, F 2c A a>, 


则 lim gilr) 一 一 co， 

证 明 当 w= 1 hg (2) = 2 —2) <r 且 等 式 仅 当 x 二 0 时 成 
立 ; 应 用 定理 19.2( 这 村 zx" 一 0,t=1) 即 得 性 质 1". 

当 Qe ui HEC DER ga C2) = pr l— r), H 
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定理 19.1 可 知 当 *E (一 oo, 全 一) 时 ,有 lim gi (2) = 一 oo. 而 当 z6 
(二 ,十 co) 时 ,有 8 E (— 00,4"), HLH lim gC) = 一 oo. 


当 zE (A OD A gee) 2 MER 19. 1 可 知 lim Cz) 一 0; 当 
rE (0, DHE giner, ¥ 2) A ee 19.1 得 lim fi(2y=—0,;42€ 


(OLDE SAT ga) E (人 ,0), 故 也 有 .lim gh (2) = 0. 最 后 ,对 加 = 


— Í 


0.1, S giao) 一 0; 而 对 n=, A PCa) = E= EE. 
图 19 4 面 出 了 0<a<l tg GHEREA E 容易 发 现 ， 
图 中 的 两 个 不 动 点 “= 4 一 和 e: 一 0 附近 的 轨道 的 性 态 有 显著 不 
Fal. 在 e; BY BAT Aa CEE BY SB ie Ce, — ee to) ,使 当 x (es 一 re 十 
0) 时 总 有 lim g) =e 这 桩 的 不 动 点 ,在 前 而 第 一 章 的 $5( 定 理 
5.4 之 前 ) 中 已 提 到 过 ,叫做 稳定 不 动 点 ,今后 也 称 之 为 吸引 不 动 
点 ,或 叫做 渊 点 . 与 此 相反 ,不 动 点 em 却 具 有 这 样 的 邻 域 (ro 一 we 
+o) ,使 得 无 论 > 多 么 靠近 e ,只 要 re, BAH RM 2 bE wg 
(el 一 ce 十 中. 像 e 这 样 的 不 动 点 ,叫做 不 稳定 的 不 动 点 ,或 者 只 
排斥 不 动 点 ,或 源 点 . 


[36 PAS - 维 动力 系统 


AEH ae oe Hee S A m J] HA ce oe ef PR S| CE ROS 
DAA ;x" OY ef A | GEO JA] RRS. 

ARF s= lp COR Rae rt —O BA A ee 都 不 同 的 性 
fie. rE drt oot +e gt (eas c* ;而 当 zEtz 一 rz 时 ,不 
iE r BARI’ AG n fE Cr PEM G —oyr' ). ARPS 
HERS [a FER A Hh. 图 19. 4 EH g Co HER Fo 
fh LAS Be ALE ce IL PRA Rt HA a RSP 
动 点 或 一 号 跑 去 . Har. — oo el ae a OR SAR op A. 

AA FA ek FA (AS A S| — 4 PR FE. BY 

定理 19.5 Be RPO AD A. 则 当时 数 的 绝对 和 值 
It 时 ,于 是 了 的 暇 引 直 动 点 , 当 | 产 生 >L yc" E f 
鸭 排斥 不 动 点 . 

ie “TE FB uk BA es MA. 

4 (fi Co {=i it. HOLE Sak 0. 这 时 = 可 能 是 吸引 不 动 
如 ,排斥 不 动 点 或 半边 成 引 举 边 排斥 .具体 情 襄 要 根据 了 在 z 处 
的 二 阶 其 至 三 阶 导 数 而 定 . 

现在 我 们 已 知 遵 , 当 0< as1 时 ,加 (的 选 代 轨 道 的 性 态 十 
分 简单 ,没有 值得 深究 之 处 . 当 al jr ELZA Rjg) 
mo Wo TA 如 果 有 什么 更 有 趣 的 事 , 只 可 能 在 a> | 
Ap ACE TELO, I JE. PLP RSE aE 

定理 19.6 4 Aaa WY. g.(2) = wr(1—z) 4g PER, 

1° Aah hot 一 和 一 是 9. 的 吸引 不 动 点 ,而 一 0 是 9 的 排斥 
ABA. 

2° 对 Wl ze (0.1), 有 tim gia) = — L, 


it 


证 明 ”为 证 明 二 ,只 要 计算 oe) ERT HA ADE ER 


Tard a re eee ee ee Pe 
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g fe) = atl — 23) 
9 = i (19 +11) 


由 1<p<<3 FRI lg CO) | >1 而 |g A=) Est 
对 性 质 2°, aA PPB E iie. 当 Aa NBR A 


— — | 
在 区 间 (0, 和 一) LA glr) >r, HEM 19.1 即 知 Lim gf (2) = — 


对 一 切 rE C0, 和 一) 成 立 ， KA ba g(r) <2, FA itt 


一 一 
EaU HEM 19. 1 导出 当红 (A nt a lim ga) ==. 


至 于 当 ze [DR RA gpa) 
E (0,5) (除了 4 二 2 EA 


yd) 
ERT 96 = 5 F 


E M T a a ze € CO. 1) HA 

, he | 
lim 名 (一 一 一 
im gair) P 


当 Oca 时 ,情形 要 稍 复 (图 19. 5) 
一 些 . 首先 ,考虑 方程 %(z? 一 全 的 根 x 和 re 易 验证 


) ,这 


pin co Rn <I (19.123 


it 


- | oo 
4 rE (rr HT BREA g COE [Sore]. WM re Laer Gel A 


一 | 
im g=. 为 证 明 这 一 点 .只 需 估计 9 (HEL Gore] EAS 
qed 


数 . ee eee 


198 BRL HE RE 


] 1 
== —— - ag <= 一 - 一 一 “一 一 一 
x 5 Feo {helo sh 了 aj li ) 
I 
十 是 当 ELT sro E 
lg ka] 一 | 一 2an] = [2l < 


从 而 得 


wey fol) ayy a Hod 
| gi (a) P | = gi (2) — gk P 3| 


L 
fg 


= |g Eg Cn) go E=) 7 


-l _ _ — | 
<tr g ty | 

| ul, l ] 
< 一 
or |x u is GELS ra) 


(19. 133 


(19. 14) 


这 证 明了 我 们 的 断言 ,lim gh 2) = ia e CS ore, 


Mig kt] rE [rar | AEE. 


若 zE Cray 1M gE (10, 广 ); 当 zE(0, 方 ) 时 ,总 有 * 使 
Glove Lior: |. A RR re (0. 1), 4 ae oh A g(r) 


“一 .证 毕 ， 

当 lelu MT, gC A EAE 
we [ed FY a FL 19. 6. 

42 (3,4 At eg, CoA RAR 
Hine Be ae 我 们 放 在 
后 而 专门 讨论 它 . 

当 w= 4 时 ,9. (= Pees 
By. gr) AY YE Jee AS EL O10. 3 


1 fe ee.) e r rr r-ra 


a 
FE 
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所 给 出 的 分 段 线性 函数 . 而 当 od 时 ,有 9g.( 二 ) 之 1,9, 人 2) 就 将 威 
为 例 10. 2 所 介绍 的 线段 上 的 马蹄 映射 了 . 但 是 ,要 证 明 这 些 事实 ， 
还 需 引 入 新 的 工具 . 如 果 只 考虑 x>>2 十 V5 的 情形 ,现在 就 能 证 
明 g,《z) 是 线段 上 的 马蹄 映射 

事实 上 ,这 时 (一 ,十 co) 代 蔡 了 例 10.2 中 的 (一 可 , 瑟 ) A 


虚 方 程 wz) 一 ] 的 两 个 根 S r BRA Orr. H n 


Y ra REB 10, 2 中 的 亏 与 亏 , 则 例 10. 2 中 的 条 件 (i) 到 (v) 均 得 
到 满足 , 呈 不 过 用 一 se 朴 奉 了 (vv 中 所 要 求 的 吸引 不 动 点 xz NTT 
要 检验 的 是 和 条件) 
1~,/1—-+ 1+,/1—+ 
ff 加 ii 
9 ero > r 
ME rejor IUCr l et. H ete 2+ 5 可 得 


(19.15) 


Ti = 


lg (2) |= [att er) | la |= |= 
Vi dp Sulu 4) 


Ny Cw 5 4+2)07 5 —2)= | (19. 16> 


这 表明 og Co AF AH] 10. 2 BR RA.A BAB Fy SBIR By. 代 
对 sE (4.21+ 75), REARS AMES 7 EENT. 


8 20 本 扑 共 耗 与 结构 稳定 性 . 


回顾 在 3$ 1 中, 我们 管 引 进 了 变换 了 一 和 ACE LA. 
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GN HEIE JS ELERE Be ie Ae a EY g APO) ey. 这 
Piz EA AS IE KR A BE. 8 38 Ph At ep EIR Eie 
3. d), H At Pa ER A F AD A Eie 3.6); 34 用 这 种 
办 法 讨论 Schroder Jy FB Be FE ORE OAT A AYA $5 PER A E 
HAIER AE A A BK x*, 二 等 直接 代替 4(z) 黑 了 . 在 
$ 19 中 ,又 用 这 种 变换 把 一 次 函数 的 形式 化 简 . 现在 ,我 们 把 这 种 
各 要 的 挠 巧 提升 为 -- 般 概念 , 即 拓 扑 共 示 的 概念 . 
ENM 20.1 AB 是 两 个 拓扑 空间 ,f: AA H g: BB Sry] 
ZEA BER AR. 如果 存在 AF) BTS A AB, EF 
heofo=gehk (20. 1) 
Wl PR S S y EF EAA. AL A HL fie fF Bl go A — PPE 
ASE Eh oe ie eB Eee aa fh H ALB BRA Be 
Ez. HERM. 25 |i) OS Bae k BT) A RL fet et ae. Te] BY RAGA 
Ej Bz [a] Ay ESE AY — —- BR. 
4 f De thA. iE 了 一 7 或者 为 了 强调 站 的 作用 , 写 
成 1 一 9. 拓扑 共 斩 关 系 是 -- 种 等 价 关 系 . 也 就 是 说 . 它 满足 下 面 三 
ET 
CO Rees Sf thE peA, BI 了 一 小 
C2) RD PRTE caf Sog W god. 
C3) Feit G Togga p M 了 一 由 
因此 HEA Ba th ee BRST a LI A ZR. 8 RP PSE EK. 
Ja iel— Pash seep A SA a AR BIE A E E HE Fh 
性 质 . 这 是 因为 , 当 了 ~g 时 ,由 (20.1) 可 得 
ACP rd) = gar) (20. 2) 
RRL AB AHS FS TEA p A RPE le), 
Players SG). | SER og FE Bat OW ~ Re BL ACD. 
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ge sek). ). PERE SPAR A 2 We AA 
动 点 akz*); 若 z* 是 了 的 吸引 (排斥 ) 不 动 点 , 则 wz) 是 y 的 吸引 
CHER ANSE E 6 At RAP ce). Ae AA 
(Aizo) hCG). AC}, TH AY r = FP CeO. A ar, = 
gh(z,_ 由 ); SE. 总 之 ,涉及 动力 系统 研究 中 所 感 兴趣 的 一 切 性 
质 , 与 ?都 是 -- 样 的 .这 样 , 在 动力 系统 研究 中 ,相互 共 罗 的 两 个 
自 映射 可 看 作 是 一 样 的 . 因此 , 当 研 究 一 个 自 映射 的 动力 系统 性 质 
时 ,可 以 用 与 它 拓扑 共 罗 的 较 简 单 的 自 映 射 代替 它 . 正 是 从 这 个 观 
点 出 发 ,对 于 二 次 荡 数 的 研究 ,可 以 公 限 于 ge 一 上 人 一 BO 
上 那些 至 多 有 一 个 不 动 点 的 二 次 销 数 ,Cz) 一 4 一 z7. 这 里 参数 > 
9 而 ?< 一 亏 . 这 是 因为 , 别 的 二 次 函数 都 与 这 里 的 某 个 或 到 拓 
朴 站 辊 . 在 819 已 给 出 了 实现 这 种 拓 站 共 更 的 具体 方法 . 

好 和 何 判断 两 个 映射 了 与 9 是 不 是 拓扑 共 邯 的 ,这 是 极其 困难 
的 问题 . 即使 了 与 g 都 是 线段 上 的 函数 ,目前 也 还 没有 得 到 完满 的 
回答 .但 是 , 若 f,y 都 是 严格 单调 的 连续 通 数 , 则 不 难 给 出 简单 的 
方法 来 解决 它 . 利用 8 3 中 的 结果 (定理 3. 3) 可 得 

定理 20.2 设 了 和 分别 是 Ta, 习 和 [e, 四 上 的 连续 而 且 严 格 
递增 的 函数 , 自 <P) <b c<g(a<a. Ml £45 g thea ESP 
必要 条 件 是 

1° 在 了 的 不 动 点 集 至 与 9 的 不 动 点 集 可 之 间 , 存 在 保 序 的 
一 一 对 应 {或 道 序 的 一 一 对 应 )p;Bj 一 8,, 并 且 E 

2° 在 E 与 E, PHAM AERAR aA E y EdE a bE d] 
Z (Rr 与 peo R RE SE AD. 

3° 在 (obDNB A Ce DNE, HORT BEA R EJ Car 0) E Cpu). 
plod) (或 在 反 序 的 情形 下 ,为 (C5) pD Ef) 2G ae) 
pw) ,plz)) 有 相同 的 和 罕 屿 (或 在 反 


£02 ABBAS HERE 


FAET AARRE). 
WEBA ” 先 证 充分 性 : 先 设 pl Ey E, RA FR 2°, 又 
A) AYE, AE, bse AT FCT aT EA Le BINA, 的 每 个 构成 区 间 上 
作 线 性 插值 以 开拓 9, 故 不 妨 干脆 设 是 [ae bJ Led J RR E E 
—— BP g(x 是 La,8jJ 上 的 严格 递增 连续 函数 ,pta)= 一 c,pt8) 一 4, 且 
firn) =r 4% AY gl els) — els) i eae. A 
- Gir) = ple ge ptr) Ce [a,b] - (20. 2) 
WW AA GR AR SRE By. HR = Cav PEFR RR Ca BNE, 
BE PP Re] FT SESE PR Ge 
XFL.) PB Au =4,,4,.0,) =2,. H. 
CFC) = GAG) Ge © Case) (20. 3) 
4 uw, 都 是 六 也 是 9) 的 不 动 点 时 ,直接 应 用 定理 3. 3, 即 可 构造 
出 这 样 的 二 ,注意 到 了 和 6 在 (ws,w)? 上 同 号 ,可 知 抽 递增 . 当 oe, 
中 仅 有 一 个 是 不 动 点 ,而 另 一 个 是 区 间 Ea, 缮 的 靖 点 时 ,要 先 处 理 
一 下 ,有 冉 用 定理 3. 3. 为 确定 起 见 , 不 失 一 般 性 ,可 设 一 ca 而 有 是 
不 动 点 . 这 时 ,… 定 有 Sa) > a h RAF 2°, 0) >a), 这 是 因为 os 
FS 7. Roa’ 一 so 把 了 和 C 乔 保持 连 绥 且 严 格 递增 好 开拓 
到 [a* ,wj 上 ,并 使 了 fa 一 Ca =a 且 了 和 4 在 (ao 内 仍 无 
不 动 尽 . 则 由 定理 3.3, 有 在 [a" ,w_ 上 连续 且 严 格 递 增 移 i* a), 使 
he o> fix) = Gk) Cr © Fa’ ,vw,|) 
(f(a)) = Gla),A* (a) = a 
H. &* Ga" =a" h" CoD 0, 然后 联名 Aa Le. =la] ER 
制 M279 (20. 3) ,完全 证 实 了 我 们 的 断言 . MT- ee Leet 
Fy . 


(20. 4) 


F (¥ z& Ey) 
pir) = 1 (20. 5) 
A(x) (H rE 4) 
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于 是 名 z)? 是 [La,5 到 目 身 的 保 向 同 肛 , 旦 满足 
PEFC) = GCP) = pTle ge p> pa) CE [a,b] (20. 6) 
再 取 Ape p Ml] Atta bE Le a RARE. A 
ACH(@)) = gh) (r E La.b]) (20.7) 

EI, AE FEST HEMT Fo GRP TE RL 

Bp eR HMR o CARAS OBL. d i) eR, BH 
p iela b J DP Pe meee eR, H pa =d, p= e G= 
p (g(p(2)), MBEE G 是 [a;3] 上 的 严格 递增 连续 上 自 上 映射 ,; 且 其 
不 动 上 专集 为 各 .而且 当 fer act, KE 3 可 知 ， 
g (pr) <p(r)) CR gpl) ) >gplx)), 再 由 9g 的 严格 递 锋 性 得 G(r) 
=p (g lela) > Cp(z 站 一 x( 或 G(x)<x) 于 是 可 以 照样 应 用 
定理 3. 3. 至 此 ,定理 的 充分 性 部 份 已 证 毕 . 

必要 性 部 份 的 证 明 是 简单 的 :如 果 有 [Les,8j 到 [cea] 的 同 且 二 满 
E Rh e f=g e h MUA BRE E, 到 如 的 保 序 映射 或 递 夺 映射. 而且 忆 
Be Hy Ht CPR AED h fe) ae Ag CA) SACP (2) ) hl), A BOR 
Che FR) HF) > 
z 得 ga) 
h(x) OH F. Bil 
件 1° 2°, 3° 
成 立 , 证 毕 . 

根据 这 个 定 
H., FR iT] AB ee — 
眼看 出 两 个 连续 
mAr HER] 
RA foe AN Th 
ct HE 的 .如 


=fr) 
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20. 1 PAPO eee. 与 fi Rl AAR A e PEE S f 
By ent fe ela] a a Sh He Bf, Sf. AR ThE. 

PE PBT at He PA TP Be a SE Se EP EE RF. 首先 注 
意 到 ,递减 连续 活 数 的 特点 是 ; 它 至 多 有 -一 个 不 动 点 ,但 可 能 有 车 
干 个 2- 周 期 胃 . 每 个 2- 周 期 胃 所 包含 的 一 对 2- 周 期 点 分 居于 不 动 
HAIR N. 此 外 ,递减 函数 的 二 次 选 代 是 递增 的 , 根据 这 些 性 质 , 不 
难 把 问题 化 归 为 递增 的 情形 . 

定理 20.3 2 f Al g 分别 是 La;8j 和 [c,d 上 的 严格 递减 的 连 
a oY. A f(a) =o, f(b) =a, gl =d,g(d) =e. 4} Find 与 各 为 了 
E g HME RSA. Wf Sg FTI EA BRA: TER 
向 同 胚 p: [a,zo]->[e,go] 使 | 


pe fitz) = go plr) (2 E [oyro |) (20. 8) 
BY FEAE £2 [A] [Al RE p: Loco | Leo od HE 
ge fits) = go gz) Ce E Lazo ]) (20. 9) 


HESA 记 了 在 [a,xoj 上 的 限制 为 也 ,在 Lxo,5] 上 的 限制 为 2,g 
在 Ce,yoj 上 的 限制 为 gq, 在 Lye,4J 上 的 限制 为 gz; 则 (20. 8) 实 际 上 
是 
po foe FF) = go g pry (rE [asso (20.10) 
在 Lx0,5] 上 定义 
p Cr) = gr opr fe) Ct © xod)) (20. 11) 
则 2 "是 Lzo 6 |B yd HIRR, A pp* (xo) 二 yo > 
ve (Hr Elan |) 
kir) = 
gp” (2) CH r E Lo 
则 Aila bAi ed JAIR TARR. 4 E Llen 时 ,有 
he FD = pte filx) = gr ome fae file) 


(20. 12) 


= g3! > gy * gy oor) 
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= gy ° plz) = g ° A(z) (20. 13) 
上 式 推导 中 用 了 (20. 10). (20. 119 AOZ EX. 4 rE [end lat, 
ho fle) = pe fila) = gi gz! e pe fale) 
= q @ (7) = ge kx) (20. 14) 
综合 (20. 13) 及 (20. 14) ,就 证 明了 是 了 到 9 ATR Sh 
thi. 若 有 (C20.9) 则 实际 上 是 
oe foo fir) = gi eg dlr) Cr © [asz D (20.15) 
NUR] FEL zob] EREN 
y* (z) = gil- pe fal) (C2 © (zob) (20, 16) 
于 是 p Eleele, 70 MR. 取 
i (r © [a,zo]? 
A(z) = 
¢* (a> (x E [xo,b |) 
wu (20. 13) Be (20. 1 和 易 证 ,#* 是 了 到 5 APR he. 
WEHE. 
顺便 指出 ,定理 20. 3 中 要 求 fia) =b, f(b) Sagl) =d, g(a) 
= IPR AE. 对 于 不 满足 这 些 条 件 的 函数 ,可 先 加 以 开 
拓 .再 转 回 到 原 有 定 交 域 上 讨论 . 即 可 得 出 一 些 使 了 一 ? 的 附加 条 
件 . DE R RRE PILY AE. 
4 Hf} See Ee Ye a E. RLT a HEA BE a. 这 
是 动力 系统 研究 中 最 重要 的 一 个 基本 概念 ， 
我 们 研究 的 汐 数 迭代 ,往往 是 某 个 实际 过 程 的 数学 模型 . 由 于 
如 然 的 理由 ,数学 模型 中 的 国 数 Fo RE e E ad tE SH Re 
了 '"(《z) 不 可 能 完全 一 样 . 无 论 如 何 , 总 有 些 误 差 .那么 , 当 了 号 了 的 
SAB hf APR Bae f° 的 秋 代 畔 道 之 间 的 差别 是 不 是 也 
会 很 小 呢 。 如果 小 的 差别 不 引起 迭代 轨道 性 质 上 的 根本 蛮 化 (如 : 
非 周 期 轨 变 成 了 周期 轨 , 4- 周 期 罗 变 成 了 5 周期 轨 }. AB RAN By Le 


(20. 17) 
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放心 地 用 了 和 代替 SRO. SR eSB RS FB RR 
T. Si. RSH ROO. BOTA RAR 
An BY tt ff, ip tH TP ea 六 的 函数 了 代理 了 六 .这 种 代 
管 的 后 过 如何 ? BES EHR NBA ARR? 这 当然 是 不 容 
回避 的 问题 . 
为 了 从 数学 上 研究 这 个 问题 , 先 得 使 鬼 念 精 春 化. fF nH fe 
个 函数 很 接近 ? the OY a ae 7 Se, a EB? BP 
EM 20.4 RS Me PERE! Eee. -5 g 2 lala c- 
PBIB (fg). 定义 为 
dy( fog) = sup | f(z) — gx} | (20. 18) 
如 果 了 和 g 都 是 ? KMA WALE E 1 AIC-ER 4(f， 
Dm F 
de Cfg d= supi |f ls) gl) |, |F (rg e) , 
oy |F Cg Car) (20.19) 
M AS HRC- AA OE SE I F.C - ee 
离 总 不 超过 C"+!- 及 离 , 当 (Jf,9)=0 时 , 必 有 f=g. 此 外 ,显然 有 
d {Fsg =d, (go S) d A) +d. hig). 
EM 20.5 R JERRI LHA. AM cel ASE 如 
果 存 在 e0, ERE RE Gg e A g lol. BA fog 
RUPE £ FEL bbc - aR Bare a4. 
FER St IR RED A EC-A a Se. 这 是 因为 ， 
0?- 鱼 构 稳 定 太 不 容易 了 .在 不 动 点 附近 ,函数 忆 的 微小 变化 可 以 
产生 许多 新 的 不 动 点 ,如 图 20. 2 所 示 . (BR Bee Be Re AY a S A 
变动 也 很 小 ,这 种 现象 就 很 难 发 生 . 至 于 C- 结 构 称 定性 ,有 时 也 用 
到 ,特别 是 对 子 非 单调 函数 . 这 是 因为 ,在 极 值 点 附近 ,即使 画 数 值 
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F aR Pe A) Se RE AB 788 2. 1 HY 
DAP E Br A A m E A PK 
的 动力 学 性 质 发 生变 化 ,如 
图 20. 3 Aras. 

THAR, Ra HG C- 
Se PN Fei ce BA A) FEL 

定理 20.8 tw f:l] 
AA SES Sm 是 了 
的 mm- 周 期 点 .如 果 了 在 了 上 


是 Ci- 结构 稳定 的 , 风 一 


[GEY [a FI (20. 18) | 
我 们 不 详 述 这 个 定理 的 +— 7 

证 明 ,仅仅 给 出 思路 . 首先 ， 图 20. 3 
由 于 六 (5z) 在 了 上 上 处 处 不 为 零 , 克 只 要 考虑 了 严格 递增 或 严格 递减 
的 情形 . 若 了 严格 递增 ,如 果 了 的 不 动 点 集 包 含有 了 的 其 些 子 区 
间 , 邮 有 内 点 ,我 们 总 可 以 将 了 的 值 作 足 够 小 的 变化 成 为 g, 使 4 
《(f,9)<<e. 但 9g 的 不 动 点 集 不 再 有 内 点 ,从 而 不 可 能 有 了 ~g- MR 了 
的 不 动 点 集 不 含有 内 点 ; 即 不 包含 任 一 区 疗 , 但 有 基 个 to E f(zo) 
= ggf! Ce) = 1, M] FE smr KB Bia] LAA pe) = 
xz 具有 任意 小 的 C-EB. HER yg(x) 梧 它 在 此 邻 城 外 与 了 (zx}) 的 
C!- RR RS iB), FESR A go) = 2, HER ERE. Bo BS ie 
Bad peH o Hg 的 不 动 点 集 有 内 点 但 了 的 不 动 点 集 无 内 
点 , 故 了 与 9 不 可 能 拓扑 共 斩 . 总 之 ,严格 递增 薄 数 如 果 结 构 稳 定 ， 
它 在 不 动 点 处 的 导数 不 能 为 1, 即 (20. 8) 成 立 .因为 m 只 能 为 1, 且 
fi Ce)>o0 Z H. 

对 严格 递减 的 了 ,(20,. 18) 中 的 m BP RE A 1 2. CRS AY ee 
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FW) = f(fG@)). WR Pr 的 不 动 点 集 售 有 区 间 ,可 以 对 了 作 小 改 
EIFE g fE dp ae H Gao Ssu eA RA a ERa AE 
a]. Rae PASS ACA BAE oy E 六 (rz 一 mr H20. 
18) 不 成 立 . Ri m= 1,2 两 种 情形 处 理 . 当 m= 1 E S A 
Re 当 (20. 1 中 不 成 并 时 ,应 当 有 (7x0) 一 一 1, 则 在 xo 邻 域 了 与 国 
数 (270 一 ?的 局 -距离 很 小 . 将 了 作 小 改变 成 为 g, 使 二 (ff ,9g) 过 ;是 
g fE zo 邻 域 为 C270 一 菩 ;， 则 Gr) 一 gC9(x)) 的 不 动 点 之 集 包 含 区 间 ， 
因而 不 可 能 有 了 ~g. 当 m= 二 2. 即 zo 是 了 的 22- 周期 点 时 , 设 = 
feo) WU fC ro. 这 时 , 若 (20. 18) 不 成 立 , 应 有 
Ji tz) + filmy 一 一 1 C20. 195 
于 是 了 在 xo SBR SPR FP Crd rns, 的 六 -距离 很 小 ,在 六 
邻 域 与 艾 数 f' (zi) tx 一 x1) -| to 相差 很 小 .把 了 在 这 两 点 邻 城 分 别 
AN AX PR Pe FE R BE FE Sp SB AY EP EE AB g M OY E d, 
Cf gice (AGC =9 GF nin SRA AA SAR oh 
区 间 , 所 以 不 可 能 有 了 一 9 
HH] aE HE 20.6, 可 得 下 面 推 论 . 
推论 20.7 设 了 :I 一 /在 闭 区 人 间 1 EASES ESE. 如 果 了 了 
人 在 1 上 是 人 -结构 稳定 的 , 则 f 至 多 有 有 限 个 周期 点 . 
AEEA aS AHS PAR SOP AHS PPS. 
CA Sf Hatha a 2A Ree CA). io E S GAD 
SAR a. M oo HE OR A. BE 
CHODE (20. 20) 
这 与 {20.18) 半 上 盾 . 
在 定理 20. 6 ALTER 20.7 中 ,要 求 {7) 攻 0 I Pa A 
MWAH e filo =O, 0, Bue f ore C- AWB er. 理 
由 期 图 20. 3 所 示 } 但 我 们 不 严格 证 明了 : 


加” 

i 
4 
i 


-ahhh rr a - 


第 四 间 ”结构 稳定 .分 支 与 温 沌 209 


满足 条 件 (20. 18) 的 周期 点 z 叫做 fz) 的 双 曲 周期 点 . 周期 
点 的 双 曲 性 与 结构 稳定 性 之 间 有 着 密切 的 联系 ,这 是 微分 动力 系 
统 研 究 中 具有 基本 重要 性 的 一 个 事实 .下 述 定理 进一步 表明 了 这 
个 事实 . 

定理 20.8 Wf led] LAA Ef 20. HA < 
Fab. 大 起 在 La,8」 上 的 周期 点 都 是 双 曲 周期 点 , 则 了 是 中 一 结 
构 稳 定 的 . 

证 明 设 f 在 [a,8]J 上 的 最 小 值 和 最 大 值 分 别 为 mw 和 M, M o 
mb Re) Al ma 和 58 一 村 中 之 小 者 . 则 当 Cf ge 时 ， 
g Æla b 上 的 值 不 会 超出 (6,5)， 

设 LF (Cx) | 在 [a,8]J 上 的 最 小 值 为 2, 则 当 Og) < 之 a 时 ,有 
g EDE, E of (Cz) 与 关 (x) 同 导 . 雪 下 分 两 种 情形 讨论 . 

(1) Bis. ka F (2) 半 0, 刚 子 的 周期 点 都 是 不 动 点 ,而 
让 都 是 双 曲 不 动 点 . 由 于 不 动 点 的 极限 点 是 非 双 曲 不 动 点 , 故 了 员 
AAS PRR mt 一 1，2 pm 不 妨 设 aa, ag <a, <8. A 
为 F (a)l, nA 


n= zll f a> (20.21) 


取 a0 BD, URE à= laian tO EA 
F GD — F aj e Ge A) (20. 22) 

Re AR Aa o. Pz Reh se OA af gies 时 ,g(x 一 在 每 个 
4 上 严格 单调 . 这 是 因为 当 zE4 时 ;有 

\(g(2)—2)! | = [gi Cr)—1|= | (2) f @)) 

| H OSF aD HEF C0) —1)) 

SIF adili o OH F @—sf G)}) 

>20, — le +o.) >À (4% 2€ A) (20. 22) 
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记 DaS lasai i 1,8, = La t it md h e D = la 1 
6+1] Da =(ae+ iad] BUG D,C7=0,1,--->m MREMA La bP 
HERA SHER mti PARIS. r eo, ERR 
Am, HT FED ERAA RM m0. Se ENA m 中 之 最 
小 者 ; 则 当 (让 之 AY .g(ad)—2z 与 了 x) 一 5 在 每 个 D 上 有 相同 
的 符号 . 注音 到 (20, 21) 和 (20. 22), 可知 fled —2 A EP 
i. MA 2-464 RS RA fo) —2 在 的 两 端 异 号 ,从 而 
g(r7) 一 ?在 小 两 端 异 号 . 

PER Aaa PERDA U dpe Rg E 
[sA] E RETA bg COS E GIS, A y E E. 
giar 与 f(z) 一 z 在 每 个 D, 上 同 叶 ,g(x) 一 xz 在 A ASHE 
上 严格 单调 ,因而 有 唯 -~ 的 点 如 EG 使 gc50 一 ==0, 即 gir) (和 
fz) 一 样 ) 在 每 个 4 上 有 一 个 不 动 点 上 于 是 ,起 定理 20. 2 可知, 
5 g fithy. 

(2) Bleb] EE T (x) 过 09, 令 F=f, WF Ce) 
>00. BRP DI ERE RAH ab, 而且 只 有 有 穷 个 不 动 
点 ,都 是 双 曲 不 动 点 . 设 aC g) e M e EDET g PPM, H 
KTHE a,b) $ Gz) =g Gta) USER a0, AR eS E 
ah BOR di (Fae. CID PPE 8] I. A Lest] FASERA A] R 
k Ë ho F=G « h. W r JE f RUME--AaR. Bee BBL g 有 唯 
一 不 动 点 如 ;而 且 玉 和 6 Elert ARES AA A 因而 站 在 
[#;x0j 上 的 限制 一 定 基 [a;s0j] 到 [a ,yo JRO. AA 

khs fofi) og ge hki GE La,x]) (20. 23) 
由 定理 20.3 可 知 ,f S g HH Ths He. GEM. 

在 高 维 情形 下 ,也 有 相应 于 定理 20.6 及 定理 20. 8 EGR. 只 

是 又 曲 周期 点 的 定义 要 加 以 推广 (要 求 关 (7r) 在 mw 一 周期 成 zo 外 
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的 微分 的 所 有 特征 值 之 模 不 为 D ,证 明 就 困难 多 了 . 有 兴趣 的 读 
者 ,可 进一步 阅读 本 章 末 所 介绍 的 有 关 文 献 ， 
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在 第 二 章 的 $10 中 ,我 们 研究 了 两 个 有 趣 的 例 , 即 例 10. 1 和 
例 10. 2. 在 证 明 过 程 中 ,我 们 让 z* 对 应 于 一 个 无 穿 序列 ,并 握 到 这 
PT EU AS SEAT KR. AE RTM ERY aa 
号 动力 系统 ,并 指出 例 10.1 和 例 10.2 $A RRR AB AE 
Bs DR All At St RERA . 而 行 号 动力 系统 . 正 是 动力 系统 研究 
中 揭示 在 某 个 映射 选民 下 会 出 现 混沌 现象 的 有 力 工 其 . 
首先 引入 一 个 集合 ,作为 要 考虑 的 上 映射 的 定义 域 . 
221.1 记忆 ,为 由 两 个 符 导 与 1 所 构成 的 无 穷 序列 的 
全 悼 组 成 之 集合 , 即 
E, = {s = Css) |s, = 0 1} (21.1) 
BR E: 为 两 个 符号 {0,1} 上 的 序列 空间 ， 
一 般 说 来 ,我 们 可 以 考虑 上 个 符号 10, 1 光一 1 上 上 的 序列 至 
a 五 , 还 可 以 考虑 双向 无 穷 序 列 的 集合 
E; = {s = (res 8185S) 5 = 0 1} (21. 2) 
但 只 要 把 了 LHAS MARAIS J HOHE AA RE 
Hy. 
oO RIMMER ,在 序列 空间 2, 上 引进 度量 是 一 个 最 方便 
的 办 法 . 设 上 和 = 是 色 中 任意 两 个 元 系 ， 
E 一 (21.3) 


定义 1 与 s 之 间 的 距离 为 


2if PRES RE aA BS 
(21.43 


d(s,é] = "1 | 


由 于 1s. 一 | 所 1,- 帮 上 式 中 的 无 穷 级 数 收 敛 , 而 且 其 和 和 小 于 或 等 于 


2. 显然 有 
命题 21.2 由 (21. 4 给 出 的 距离 4 是 上 的 一 个 度量 .也 就 
是 说 es 满足 
(i) dfs, 们 之 0, 且 等 式 仅 当 s 二 i 时 成 立 ， 
(ii) dCs,2) =dLli.s] 


(ii) d€s,r + dtr,t is,t]) 
fal 21. 1 的 证 明 是 平凡 的 ,从 略 . 有 了 度量 , 便 可 以 考虑 之 ， 


FAD FESR HR BR ,连续 性 学 概念 了 
命题 21.3 Hest EL, PRATER 9 Stay e+ 1 项 


相同 时 * 即 对 2 一 0,1y"** A OA is, <5 ihe 27 say dCs, t] 


<S MU s E AAR aH. SHELA 
证 明 E ee B24. 
wo lal — 1 A | 
dst] 一 a oH = 20 i — 9 C71; G3 
反之 ASSES Jn 有 t , bu 
ls —4| 1 1 
本 23 = Dn 之 让 ， 6) 


dst 2 “5, 
WE BA TEL e. ue. 
CEMARA, L 中 两 个 元 素 很 接近 ,意味 着 它们 的 前 面相 
当 密 项 是 一 致 的 . 这 一 事实 以 下 将 反复 用 到 . 现在 ,我 们 引进 符号 
动力 系统 中 最 重要 的 运算 — Bein 
TM 21.4 eR o: EE A 


«(4 5 = 398,82" 


ro) (21.7) 


ots) = 8$)Ss84° 


Sie WE Le SR Zla 


给 出 35 BU Ae E TAY ae eB BY 
RR. we 2A i ERAT Ee T E 2 SP 
命题 21.5 BRI eii He D> CEE. 
证 明 OAT TE — xe s= Caisse E Lo MEAD em 0, A n 


see. =a 于 是 当 {二 (totter*') 满 是 条 件 dls tjelo 时 ,由 


命题 21. 3.38F 1= 0.) . nt 1 有 5 二 5 FR (OS oC SORA at 1 
项 完全 一 样 . 由 命题 21. 3, 我 们 有 ?fo(s) oO <a <e 证 毕 
秒 位 映射 的 最 大 好 处 ,是 容易 直接 看 出 它 的 局 期 点 . wR 
s= (982 ) 具 有 长 为 内 的 循环 节 , 即 满足 
Sam = & (t= 0. 1,206) (21.8) 
WW ER s ATR PY. BB DB RIE ih FFI 
5 一 《sosle8 O0 表示 对 上 一 0,1,2 A ae = & 
i = sgt S Sipe 表示 对 上 并 有 sy; 一品 
C21. 9) 
TERRA: 
命题 21.6 024 s= Cios eia DET. Es ARARA m 
HIA E A a BY A ot (s) =. tO s Bo py m— RH a om 
Wo Ay s BS ie Ra PA AAS EE 
从 上 述 几 个 命题 ,可 以 得 公称 位 映射 5 的 一 系列 有 趣 的 性 质 : 
定理 21.7 移 位 映射 o: DN 具有 下 列 性 质 ， 
1” Fe (sd =s PTR 2" 个 . 
2° o AY a RA A 2. ATE p,o 的 pA 
Hey BF — OF 个 ， 
3” 设 5 的 # 一 周期 点 个 数 为 P,; 则 


EEE SHE a Ret 
.=2— >'P, (21. 10) 


4* 7 的 周期 点 之 集 在 2; HAR. 

5” oo 有 在 2 中 秽 密 的 轨道 . 即 有 s* 合 {o*(Cs*) ;在 了: HR 
密 . 这 种 s* TEL. 中 稠密 ,而 二 椒 可 数 . 

e 对 于 任意 两 点 stE Do, 或 者 有 自然 数 mw 使 得 ons) = 
oO"). REA- AAR A RS m <p <<< TB do 
Cs) ag" Ct) ] 2]. 

7 在 2 中 有 不 可 数 子 集 5, 满 足下 列 三 个 条 件 ; 

ti) WEAR s (ECS MRSA 
lim dCo%{s) ,0° CO] = Q (21.11% 
GD 对 任 两 点 siES, 都 有 一 串 自 然 数 nem 
cee, Hf 


lim dCes€s},0%(€2)] = O (21.12) 
hee dee 

GD 对 任意 scs Ho 的 任 一 周期 点 7, 都 不 会 有 
lim fLo"(s) Cp) = 0 (21.133 


证 明 性质 ?是 命题 21.6 的 直接 推论 . 因为 由 0 与 1 组 成 的 
发 为 m 的 序列 恰 有 2" 个 . 由 性 质 1" 立 刻 得 到 性 质 2" 与 性 质 3", 这 
不 过 是 排列 组 全 的 简单 计数 问题 ， 

性 质 人 :只 要 指出 ,对 任 给 的 eo 0 和 任 一 点 sE 21. o 的 周 
期 点 (使 cs, 门 <<e BIBT. Me n A 5. <e FES t= Gosea) M EE o 


的 周期 点 ,而 且 de OLE 

性 质 5°: 每 个 整数 4>1 在 二 进位 制 下 可 以 表 成 由 0 与 1 组 成 
的 有 限 列 , 把 这 个 有 限 列 的 头 一 项 ( 即 最 左边 的 那个 41) 去掉, 得 到 
一 个 由 0 和合 1 组 成 的 列 . 设 由 整数 十 1 这 样 得 到 的 0 一 1 列 记 作 
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pp 


L WEL PRA Sw OS 1 组 成 的 所 有 可 能 的 有 限 长 度 的 序 
列 . 对 应 于 每 个 E 中 的 元 妹 s 一 (soslsz… 和 n EFSI 
Lis va) = (Lsoli sos as) 《21. 14) 
id s* (OD =Lis,n) ,我 们 指出 s'* 具 有 5° 所 要 求 的 性 质 . 
首先 ,{s*} 不 可 数 . 事实 上 , 仅 1L(s,1)} 就 是 不 可 数 的 .因为 对 
不 同 的 s, 对 应 的 LG, DERRAT R E, Di mR TRAE 2, 
少 , 因 而 不 可 数 . 
其 次 , 任 给 t= (tole ED, F e> 0, TR m EA <e 由 于 
(i) SS TA 6 与 1 ABT A AT RE RY APR ER BO n 
使 五 二 tt-…i. 由 C21. 14) 及 命题 21.3, 可 知 ( 对 任 一 个 8) 总 有 #4 
HEG DILE LH AL DE Ze 中 稠密 
PEUR, ATIE i s F no Kat s* OS Lm A PE 22 
PR RERA IEA (= (oti > OTR m EL <e. Bt 
p 是 这 样 的 自然 数 使 L, = Coti et), EIE JI LsoList Lessee Ly 15,—: 
Rt BEA RIA 
OC L spn?) = Cyst Sy pt) Ceol tt aSpa 
(21.153 
于 是 由 命题 21. 3 APM dle, Ls) ae <e Ro 的 过 
fs 的 轨道 在 2. HH. 
oF It 6°. 7 Am ERE nm A RSs WS we f, H F 
{ores} = (5.5, pisata) 
a(t) = nha iho) 
即 得 o* (8) =o @). BRACE m, MA LE BRGY n <p <<a, 
SELLE fff s, 524, i |s,—t,|—1 Fad 


(21. 16) 
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5 ove I 


do (sd) o Ct] = |& 一 如上 十 
(21.17) 
性 质 6° SE UE. 
性 质 7° TE s= Coosisee EE De 中 任 一 点 , 作 序 列 
OCs) =— (so0sosillsosiss O00so0s sssi1111-- 3) (21.18) 


这 里 8(3) 的 构造 方法 严格 说 来 是 
goea = I) Tes — THES 
(21.19) 
GQ. = Sod1'"* S Oe D Spt" Saat] 1T-s 1 


fat fat 1-T- 


所 有 这 样 的 8(s) 组 成 集合 六 ; 则 5 RAPER 7°. 

首先 , 若 st, Moe) Migs} Pzks 号 中 元 素 一 
PES AH OCs) } 不 可 数 . 

设 iss, M BPA kit ah. 由 (21. 19) of 24 ance 
HT, ACA GCOS TAL. 由 性 质 GRY A.A ey An m E 
go (人 fs) ,0% (OC) 1 |. 这 证 明了 ?之 (1). 

5 — Fr B21. 19) BY A AF Qo +2 Ons S09 sa 之 长 为 
ky A a COCs) Fo COC) AFR RG 2n 项 是 一 致 的 .由 命题 21. 3 可 
条 ,do (Q(s)) A (QUIS 5. RIEM T 7* 之 (i). 最 后 ,由 于 
Os) PRATRKH 00-0 BRA ll--1 Rk, GATE—T HA a) 
AAA SM AY OFS] , 故 不 会 有 (21. 13) 这 证 明了 Z Gi. 定理 
21. 7 证 毕 . 

MERERI, D 上 的 移 位 映射 > 具有 丰富 的 有 趣 性 质 . 
ARR BY 10. 1 和 10.2 中 已 指出 的 那样 有 再 密 的 周期 点 集 , 而 
下 有 稠密 的 轨道 . > 中 的 点 在 o 的 作用 下 ,呈现 出 似乎 是 一 打 视 
乱 的 运动 状态 . ATE 一 操 邻 域 , 都 可 以 找到 这 样 的 点 , 它 的 执着 能 
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进入 其 他 性 一 点 领域 . 在 Z; Pa aR RRA 
上 感 在 5 的 作用 下 ,可 以 一 再 地 任 尝 僻 近 , 叉 一 再 地 拉 开 虹 咨 , 且 先 
全 不 具有 周期 性 . 在 完全 确定 的 映射 o 作用 之 下 ,上 出现 了 类 似 于 随 
机 过 程 的 状态 .这 种 现象 被 人 们 叫做 混沌 现象 . 混沌 现象 可 能 出 现 
于 物理 ,化 学 ,生物 等 许多 领域 所 过 到 的 数学 问题 的 讨论 之 中 , 医 
而 引起 了 科学 家 们 的 广泛 兴趣 . 有 人 猜想. 它 可 能 与 一 些 十 分 难于 
理解 的 自然 琉 象 一 一 如 涡流 一 一 有 关 . 这 十 几 年 来 ,各 个 领域 的 学 
者 们 ;从 不 同 的 角度 ,对 湿 汪 现象 作 了 大 量 研 究 . 
但 是 ,究竟 什么 叫 混沌 , 却 还 没有 一 致 的 活 格 的 定义 . 在 1975 
E SEH A) $C Amer. Math. Monthly ,82(19757985 ,作者 工 i. T. 
Y 和 Yorke. J. A.) b PM RH Aa DK 
HLA TRE RE CR CA Chaos). 该 文 提 出 ,对 于 六 区 所 上 
AREKE Sa), MRE TARI EREA RAR. 
(A) 了 的 周期 点 的 周期 无 上 界 ， 
(B) 了 的 定义 域 包含 有 不 可 数 子 集 5, 使 得 
(i) 对 任意 两 点 rz'yES, 都 不 会 有 lim (faf a= 
(1) 对 任意 两 点 yE S, RA ay cong ae, fh 
jim (FG) — f) =O, 
GMMR CSM SMEAR As RKRAA 
dim (Pa) — PQ) =0. 
+ RAR lev TURES. TWA 了; LHe 
Bt o Et BMRA CB). 事实 上 , ORE 21.7 ZO 
推论 CB A249 Te BE 21. 7 中 性 质 r. 
人 人们 还 用 其 他 方式 来 定妆 或 描述 混沌 现象 .不同 的 定 关 从 不 
同 的 角度 看 癌 题 ,但 本 质 上 是 一 致 的 ,尽管 逻辑 上 并 不 一 定 等 价 . 
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我 们 认为 采用 下 面 的 定义 更 直观 ,更 易于 理解 . 

定义 21.8 设 上 是 一 个 度量 空间 . 映射 了 :Fr 一 和 如果 满 足下 
列 三 个 条 件 ERR fF TEV ERE. 

1. 对 初 值 的 敏感 依赖 性 :存在 4>0, 使 得 对 任意 的 e> 0 ME 
Bw crv. pA yer 和 a0, (PRE dts, y) e M difir), 
Fal) 4; 

2. Fath BY ETE (Popologically transitive) :对 V PRA FE — IIE X, 
了, 存在 >0, 使 产 CX} 门 了 隆史 

3. 了 的 周期 点 集 在 r PR 

让 我 们 仔细 分 析 一 下 这 三 条 的 意义 . 对 初 值 的 敏感 依赖 性 , 意 
味 着 无 论 : A y MS Zi. 在 了 作用 之 下 两 者 的 轨道 都 可 能 分 
FEL 5 那么 大 的 距离 . 而 且 在 每 个 点 z 附近 ,都 可 找到 离 它 很 近 
而 在 了 作用 下 终于 分 道 扬 第 的 点 3. 对 这 样 的 ;如果 用 计算 机 计 
算 它 的 轨道 ,任何 微小 的 初始 误差 ;经 过 若干 次 入 代 后 都 将 导致 计 
算 结 果 的 无 效 . 例如 ,对 于 .2 LAS o HE MR RTM 
知道 s 的 前 4 十 1 项 (准确 到 示 ) , 则 我 们 对 0+(s) 将 一 无 所 知 ， 

拓扑 吓 迁 性 ,意味 着 任 一 点 的 邻 域 在 了 的 不 断 作 用 之 下 将 “ 撒 
遍 "? 整 个 度量 空间 让 ,这 意味 着 了 不 可 能 分 解 为 了 的 任何 两 个 包 售 
开 子 和 集 面 不 相交 的 于 和 集 上 的 自 映射 . 这 两 条 一 般 说 来 是 随机 系统 
的 特征 ,但 第 三 条 一 一 周期 点 梨 的 稠密 性 , 却 又 表明 系统 具有 很 强 
的 确定 性 与 规律 性 , 决 非 一 片 混乱 . FE a SE EA 
混沌 的 耐人寻味 之 处 . 

BAS, 上 的 移 位 映射 符合 定义 21.8. 事实 上 ,由 定理 21.7 
之 4 可 知 , 周 期 点 稠密 . 由 定理 21.7 之 史 , 即 稠密 轨道 的 存在 ,可 
推出 拓扑 可 迁 性 . 至 于 对 初 值 的 敏感 依赖 , 则 可 由 定理 21.7 之 6 
推出 . EAA MAEM s, 与 它 只 有 前 m 项 不 同 的 点 (即使 
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(O= a ORME 2 +. Am s 的 任 一 邻 域 中 ,对 绝 大 多 
RAY AL CBP PRS nline fH | o% (E> 0% (5) |e 1. 所 以 可 
VGH» FE LER o FEL, 上 混沌 . 

符号 动力 系统 中 的 移 位 映射 (在 DL E Ble FE fe FEIE 
a] Er 上 ), 是 典型 的 混沌 映射 .不 管 采用 哪 种 混沌 定 头 , 它 都 是 混 
沌 的 . 要 证 明 某 个 映射 了 在 它 的 定 交 域 的 某 子 集 7 上 混沌 ,最 有 力 
的 方法 是 证 明了 在 FF 上 和 某 个 序列 空间 上 的 移 位 映射 拓扑 共 斩 . 
例如 ,在 例 10.2 中 ,找到 了 马蹄 映射 的 一 个 不 变 子 集 90At 
每 个 zE SG 给 出 了 序列 2a) ,这 实际 上 是 建立 了 OCA) Bl 2. 的 
ay AG. 而且 那 里 实际 上 证 明了 同上 肛 天 号 (一 三 AR Te hao od, 
Bla FE OC) PS Pa 上 的 移 位 映射 5 SETHE. THES EEA 
E 2() LBA BE 21.7 所 述 的 一 系列 性 质 ， 

应 用 这 种 建立 与 £2 上 的 移 位 映射 拓扑 共 斩 的 方法 ,我 们 能 证 
AW 2K oR WY g(r) = ar (1 —7) 4 poi, SRM RR. 但 由 于 
lg tz) ERA (2 (OK y ISL) 上 不 一 定 小 于 1 不 像 > 2 十 
wv 5 时 那么 容易 地 建立 gp 在 一 个 康 托 集 上 与 D 上 的 移 位 映射 拓 
F. 下 面 要 再 引入 一 个 工具 一 一 西 素 兹 导数 . 它 是 一 维 动力 系 
统 研究 中 很 有 用 的 概念 . 借助 于 这 个 工具 ,我 们 将 对 g.tx) 作 更 深 
入 的 研究 ， 

AN xt SE SEES ER ERTS, ER TE (BBE UE HA g(r) 当 二 4 时 在 [0， 
| ] 上 上 混沌; 

定理 21.9 ó g(x) =g r) =42(1—z), M ox) FEL0,1 LER 
ai 

证 明 WK 2) = 51 — 2) A a) = 12. HEADER 
换 
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g(a) = hy eg eh (2) = 1-2-4 yada — z)) 
— ] — P(i— 2) = 2e?#— 1 Ce € [~1,1]) (21.20) 
再 令 
hlr) = coss 《YY [0,8 |) (21.213 
Wi ay) (2) =arceosr, H Ar) RAT 0.7). PTE 
f(z) = k7! ege fe€x) = hy '(2cos*x — 1) l 
= hz '(cos2r) (z € [0,7)) (21,22) 
E 意 到 (MY Ej A AB MAE E A A 
cos2z—=h, C22). 事实 上 ;有 : 
hD GE [05D 
cos?z = (21i, 2335 
io 人 2(z —2)) (z € (Zon) 


代入 (21. 22) 得 


AL {r €E (0.51 - 
fiz) = (21. 24} 
Ma—21) GE (jen) 


EIFE, K hs (z) = az hg =. 邻 


2z GE (0,5) 
plz) = hy! e fe hlr) = , 
21-2) GE (+1) 
(21. 25) 
这 样 ,我 们 证 明了 rz7 与 分 段 线性 函数 enih 这 个 oO) 
EE glo PA 10. 上 所 讨论 过 持 图 数 ， 读者 不 难 利 用 a H-E 
HEA ww 的 混沌 性 ,从 而 得 到 oC RE. 
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此 瓦 兹 导数 本 是 复 变 函数 研究 中 的 一 个 工具 . 它 被 引入 一 维 

动力 系 中 之 后 , 叉 发 挥 了 重要 作用 . 
eM 22.1 若 函 数 了 有 3 阶 导数 , 则 可 定 闪 其 西 拟 兹 导数 
frir) 3 pa) 


Sfx) = Son oS (22.1) 


flzy 2\ fi (x) 
24 ff @)=0 BY SF) By LARA + co RK 00, 
RA NATIRA TR PR. HE BD) ap. 不 难 


算出 ,我 们 有 Sp, (2) = — 60—21) <0, Se) = — FT <0, S sinz) 


一 一 (1 十 了 (tgz)5<<0, 等 等 一 般 地 ,有 

命题 22. 2 设 PC(z) 是 多项式 . 如果 P' (xz) 的 所 有 根 都 是 实 的 
而 且 两 两 不 同 , 刚 SP0. 

证 本 Oi Ph C2) = (ra (2 — 0) Ct — a ) ,这 里 ay gy -** ax 
是 两 两 不 同 的 实数 . 则 


。 w # 
Pra) = Y [| a) (22. 2) 
| = Gen 
iy i y 
P= A [cz 一 oa o 23) 
l ap Gab 
于 是 得 
sp) = y 3 
r) = Li Cz 一 gq) 一 a} ? — Ep t, 


1 N 


] 


rT 一 ü, 


» sz] <0 (22. 4) 


j=l 


———— 
ET 


j=l 
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B49 fh Po Be Sa eR EA PRI Toe KS 
ENN SEGARA BSR. 
命题 22.23 SF Sf, Sg 0, Ml SCF e gd <0. 
证 明 利用 求 导 法 则 得 
[了 791 一 CIz © Ca! Codd? + Fi Ogle) © g'iz) 


(22, 59) 
Cf > gter) = fF" Ogle) + Co Cede + BPG ed) e gt) + g' Ce) 
+ ft (glad) «© gz) (22. 63 


由 此 可 得 
SIF ogy) = Sfigir)) + Cg GDY + Sged 《22.7) 
从 耐 可知, 由 SF<0 及 强 <0 得 So9g)tz<0, 证 毕 . 
作为 上 述 命 题 的 直接 推论 , 阁 Sa, Ml sp <0. RAT RR 
关心 的 事 . 下 面 我 们 进一步 和 弄 清 S, 有 什么 好 的 性 质 . 
命题 22.4 2570.0 r ORF EH RRR). BRA 
的 局 部 极 大 . 

证 明 iR or EF (72) 的 一 个 对 点 ; 产 (x0) 二 0 于 是 由 池 之 定 
名 得 Sf) =f" D F (2 =O. 从 而 Sf" (ed) F (zo) 有 相反 的 符 
导 , 车 拓 (eo 0. rh Cx0) <0 可 知 , 了 在 zo 不 会 取 到 极 小 .车 
Fo Cag) <0, WU FC) 0 OS HE, ASR BRA. UES. 

命题 22.5 若 ftrz) 具 有 有 限 名 个 驻 点 且 好 <0, 则 对 任意 正 
整数 m,f(z) 只 有 有 限 多 个 可 -周期 点 . 

证 明 利用 复合 函数 求 导 公 武 , 易 知 j" 也 只 有 有 限 多 个 驻 
Kid gin fna, E F H mm 一 周期 点 都 是 5 的 不 动 点 . M 
22. 3 l, 390. 

EF g= 只 有 有 限 个 斑点 ,这 些 驻 点 把 yg 的 定义 区 间 分 成 
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有 限 多 个 于 区 间 . 每 个 于 区 间 内 圭 有 有 vr (x) 关 0. 我们 指出 ,在 每 个 
这 样 的 子 区 间 二, 至 多 有 gy 的 3 个 不 动 点 . 否则 者 7 上 有 4 个 5 
的 不 动态 Dye 2200324. 因由 中 值 定 理 ,) 党 有 € Cr ted M eE Crs, 
fg Cosg (= h B Fg 4! LR AS RET ETA 
g (2) > 0. h S920, a 22. Lag (FEC OA AER i 
Bp te D AA FEE A rE Coc AR BDA g' Cr) 1 BP Gy) ar) > 
0. 但 是 ,在 任何 (ec 的 子 区 间 4 EOP RE AR ge) — 2)! = OCA 
为 在 4 上 8 5z) 恒 为 1 将 导出 部 一 0 可 Sya FD. a gla) —2 
在 {cycz)} 上 严格 递增 . 于 是 9 在 (eve 内 至 区 有 一 个 不 动 点 .引出 
TA He RA ARS TP AoA. BS app he ee T m fT a 
HE. 

在 8$19 PRIES ARS Ane. & ede SY ne — 
期 点 :如 果 8 fA Po ER S| ER SD. WE ? 
是 了 BY RR S| CBR WIR S| RSLS. 这 时 ,满足 条 件 lim fo (2) = p 
sa r Bp tS ip 的 稳定 集 . 8 的 稳定 集中 ,包含 jp 点 的 最 大 
EE 8 St 3c 0 fie 的 稳定 邻 域 . 半边 吸引 的 周期 点 p, 其 稳定 分 域 以 
PAS. 双 近 吸引 的 下 期 点 zp, 如 果 了 的 定义 域 的 边界 点 不 是 
其 稳定 邻 域 的 边界 点 , 虽 稳 定 邻 域 是 开 区 问 . 

本 节 的 一 个 重要 结果 是 ， 

定理 22.6 WELT RE? ES 有 3 阶 导数 并 且 S0; 
是 让 的 吸引 或 半 过 吸引 周期 点 ,其 稳定 邻 域 的 边界 点 不 含 T 的 边 
界 点 . 则 包含 ?的 周期 轨 中 至 人 少 有 一 个 周期 点 r HO BS 
非 负 整数 ), 关 的 稳定 邻 域 中 含有 了 的 斑点 ,因此 , 若 了 有 am 个 驻 
RW fF BAA * 十 2 个 吸引 疝 期 轨 ， 

证 明 pte fo m Aid os. A p Æ g 的 吸引 不 动 
mw Wp eo HEA FAR SY Be ee. Wp 作为 5g 的 不 动 
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点 ,稳定 邻 城 仍 是 WO). 先 考 虚 p EANES HAE. TW 
HARRE IRA Re ORR. wp Or). BFE g 
EHF WORA Wp). AZAR 

l. gii) =i H. gir) =F, 

2. g({H=r g(r) =i, (22. 8) 

3. g(L=o¢{r). 

对 情形 1. 由 中 值 定 理 可 知 , 有 ab E i<ca<cp<lo<cr, H g' (a) 
= 9 ()—1. 由 于 Se<l0, a 22 + 449 HG. AA BES IED ja 
ADRS ER PE CG OW RS TE OG.) ABR — ee 
小 于 1. 故 8 Cz) 在 ta,8Y 上 的 最 小 值 非 正 . 从 而 gy 在 Ca,8) 内 至 少 有 
一 个 驻 点 . 

对 情形 2, 可 考虑 gga) = Ge), M @CO =! 8 Gr) =r, FB 
长 为 情形 I. 

对 情形 3.9kz) 在 人 站 内 显然 至 少 有 一 个 驻 点 , OE p 是 半边 
RER MWEE P (7) 一 1, 且 7 是 (7) 的 一 个 端点 .不 失 一 般 性 ， 
没 Wtp) 一 [上 ps7?), 这 时 ,只 有 两 种 情形 ;或 者 gr) 一 ?或 者 96r) 一 
r Esm Wy 在 [pg,7) 内 显然 有 至 少 一 个 驻 点 .着 g(r) 一 7, 则 ?7 
不 可 能 是 双边 吸引 的 不 动 点 , 需 |g' Cr) ee’ <0, A 
当然 有 驻 点 , 剩 下 只 要 考 虚 yg Cr el 的 情形 :由 于 $8 BARS. 
7 《x) 在 [8;7) 内 不 能 处 外 大 于 或 等 于 1, 故 必 有 局 部 极 小 , 但 因 5y 
0,g' @ARBA EM BBR. Rp AREER. BSW A 
W g 的 驻 点 . 设 此 驻 点 为 a. WA 

g! Cza) = CF (ag)! = FF Czw) F" Ceant f (of Cza) = 0 
(22,9) 
这 里 a= fta), k=l, l,m l FRA k tE f Ca = 0. 设 周期 
Amc RRENA W), DA EW) 即 子 的 每 个 吸 
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| JR HAL AY BASE RSE RS 7 RE eR FE 
AES 1 KREM BIE S| SRE eB OR S| J 
轨 的 教导 至 多 比 斑点 数 多 2. 证 毕 . 

根据 这 个 定理 可 扼 , 二 次 医 数 gtz) 一 应 (1 一 2 至 多 有 3 FM 
引 有 半期 罗 . 实际 上 ,下 面 指出 , 它 至 多 只 有 一 个 吸引 周期 罗 . 如 果 它 
的 唯一 的 驻 点 在 g, 作用 下 ;向 无 穷 远 处 逃逸 或 变 为 排斥 周期 点 ， 
因 面 不 被 吸引 周期 轨 所 吸引 , 则 连 -- 个 吸引 周期 软 也 不 可 能 有 了 . 
我 们 已 经 知道 , 当 4 较 大 时 (如 p>2 十 VY5),9, 有 无 穷 多 周期 点 . 
但 它 的 吸引 半期 点 如 此 之 少 ,这 确 是 有 趣 的 

这 个 定理 可 以 简单 地 表述 为 :车 f 有 负 的 西 无 效 导 数 , 则 它 的 
每 个 “内 部 "的 吸引 周期 轨 至 少 吸引 / 的 一 个 驻 点 . 这 里 ,“ 内 部 ” 指 
其 稳定 邻 域 不 与 定义 域 边界 接触. 在 (一 co, 二 ce) 上 令 A(z) = 
Aarctaz, A> 1, M SAG) <0. 易 检验 ADRAR A HAART 
吸引 不 动 点 . 这 因为 不 动 点 稳定 邻 域 接触 了 边界 土 co. 这 表明 “内 
部 ”这 个 条 件 不 可 去 掉 . 

下 面 的 推论 使 我 们 对 二 次 函数 的 选 代 了 解 得 更 清楚 . 

推论 22. 7 SEF g.(2)=ar(1—2) WET uu ELH—P RI 
周期 轨 ( 不 算 z= 一 2 这 个 无 穷 不 动 点 )， 

证 明 ”由 命题 22 . 2 可 知 ,sg.<<0. 此 外 , 当 |z| 足 够 类 时 ,有 
ge) co, 故 每 个 吸引 半期 轨 所 吸引 的 邻 域 均 为 有 界 , 这 表明 
g, 的 吸引 半期 软 个 教 不 比 驻 点 个 数 多 . 证 毕 . 

在 前 一 节 中 ,我 们 使 用 特殊 的 拓扑 共 罗 技 巧 ,证 明了 ge 当 4= 
4 时 ,与 例 10. 1 中 的 分 段 线性 函数 Om AME TE 
在 [0,1] 上 的 混沌 性 质 . 现在 ,我 们 可 以 用 更 一 般 的 方法 来 处 理 这 
个 问题 . 这 里 的 一 般 方法 允许 我 们 把 这 个 结果 推广 到 一 大 批 类 似 
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Fo, RR. 设 g= gpd r. 验算 易 知 .9 有 排斥 不 动 点 p= 


T 和 二, 则 9( 押 一 六 记 所 ,四 一 了 ,并 令 RCz) 为 了 上 的 “首次 区 


RAT”. BE 
Ra) 一 gz GE J ae PO) EE J Reb E RRO 
(22. 10) 


HE AGO = [二 ,1 可 见 当 ze 了 时 ,9(z) 相 机 但 又 有 
KEDO] k e E PORRA RE J 中 . 事实 上 


在 J ABS noL CC RE =, E PO 
P= e AT 9? HE h= GAM n=l A ER A 7. 按 定 


X 22.10), 4 rE $ U7: Bf, RC) = g(r). 
G rth Uh. W HOILE 因为 9 ELO,- ERE 


[0.5 =[0,7) RNR AL. HET A, Hn 使 


POD EJ. i oH SOC 的 最 小 正 整 数 , 令 
{x € (psp lps) = 2} 
(27, 11) 


i= 


(2 € [p> dip) = n) 


i= 


FE REISS OB 
(22.12) 


Rad = PPG) GEJE =) 


EF Rir), A piike E, 
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命题 22.8 对 和 企 一 个 GAN .由 (522. 10) (或 (22. 12) 纵 出 
的 Rir), fE |R Cr) | 1. 

WAR 我们 不 妨 设 CL AAR EL 上 的 图 象 与 i, 上 的 
图 象 关于 直线 * 一 六 一 0 是 对 称 的 . A 


Cx 


We = UF, (22. 13) 


若 五 一 [br Ws (pl DFG OY 在 关上 不 为 零 ,又 因 
为 Sg<0, HE 22.4, (o'r)! 只 能 在 天 的 端点 取 到 正 的 最 小 信 
或 负 的 最 大 信 . FE, BAGGY IPL AI Y [>t 
Fate, EA | gta} ol. 

EEE # ARAE UW CO, pE n REC p>. 由 于 
n BEDE BA aE Le BE | (gt Ca)! | > 1. LE ot iE W, 


ROD. AE We OO Ke BEF, RE Way EGG Cat! > 
AF) £1. WAR AER RD RA RK. 故 
igi Ch) [1 AL GE Cet re). 

另 一 方面 

[Co Cred)! | = |g Cpt Grd) + Cg Ca) | 
= jg (eG GDN | > 1 (22.14) 

RAA ly Cp) >L DE. 

HARTAR RTAC JA E ARAE 
AT? oge A= plz), pir) BM § 10 中 例 10 + 1 Ar hn Ee 
PR. 定 交 zx) 的 方法 如 下 :和 完 令 AO =VAD= 1M = oF 


是 [90,1] 被 分 为 两 个 区 间 [0, SAIL M g(x) 把 其 中 每 个 部 
同 胜地 映 或 [011]， 故 有 zu€《0, 直 ) 和 EE (十 ,0 ,使 gz- 
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i i 3 
9 (rT) 于 是 我 们 可 以 令 A AT? = To. 
设 以 z) 对 形 如 去 的 :都 已 有 了 定义 (4 一 0,1,2,…,2"), 而 且 9 


把 区 间 fa Ea EED J a wR RO. 1]., 则 有 唯一 的 。€ 
af Fo] of SEAT ,使 (6) 一 去 - 我 们 即 令 Af SET] =e aH 
纳 地 给 出 了 * 在 所 有 [0,1] 上 的 二 分 有 理 点 处 的 定义 . 显然 必 是 严 
格 单 调 的 . 不 难 验 证 ,在 这 些 点 上 也 确实 满 是 拓扑 共 办 条件 4。$ 
(ep) =g Ata). 
事实 上 ,方程 rz) 一 于 在 [9.1 KASTEN 
TAMER Ci) C2) C2). BRA 
GETE) = gr — k H LD ee) Ck = 1, 2 2) 
| (22. 15) 


AA MAEA k HE NE 
j TE | = r {k + D = 0,1,2,0, 2 1) C22, 16) 
因而 有 , 当 # 一 1,2,…,2' 时 ， 

| ssh e p! | 


——. 
pr 


ATI) 2.17) 


= pr- gr nT 

沪 广 能 够 把 FHM OI LER BEM ARRAS Ae 

SAE, AG BT eS 4 FBO.) OR Oa Be E R 
TO. bay 8a oe Se. WA Da. PESHE PH 方程 

wor) = G (a = 142,36) (22. 18) 

的 根 在 ,0.1j 上 稠密 .我们 用 及 十 法 证 明 这 一 事实 . AAR o 

1 
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ee ee ee oy 
(EE 


ARMM. 易 知 任 一 个 AKL Rp HAR. BMG eB 
AHA EE. BU HA PAH REE IGG GD 


REAC Da aC, D ce A RAM 


PKL MADE FO, DPRD. 

设 EE AR RBA GOW A RU rE A 有 
grit % Co) = RCD, MAD | Cpt Ce)! >L Ae gh CA = 
A, ,这 表明 A, CREAT A ZEEE. THES BELA, . 
k=1,2) 它们 的 长 度 一 个 比 - :个 大 . 男 一 上 方面 ,可 设 入 是 不 能 表 
天 的 . 即 4 的 两 端点 或 者 是 (22. SDM RAE ERY RES. 
eR. asta 4, 与 4 不 能 有 公共 部 份 - DORE ot A. 

至 此 ,我 们 从 更 … 般 的 角度 ,证 明了 9(z) 与 分 段 线性 函数 同 
HAR. 

检查 一 下 证 明 这 程 中 所 用 到 的 sy 的 性 质 , 便 可 看 到 ,我 们 实际 
上 证 明了 更 广泛 的 结果 . 

定理 22.9 Woe XT le,b]. fob) EA 3 Bree s 
<“O;f(g=f(—a. HF c€ (2.4). E fl =b. f Co Ele,c) LA 
正 ,在 人 ce.5 上 为 鱼 , 六 (90 芋 1. 记 了 在 (ce 内 的 唯一 大 动 点 为 ,并 
it pE la, fE F =S= p M palma {ec pper H 
FORIO 

2x (x € [0 二) 
pir) = (39.19) 
20-2) GE [F.1D 
tH Fh SE HL. 
为 了 能 用 讨论 y==g 的 方法 处 理 定 理 22.9 中 的 Pr), FR 
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2 BAT te PD aac : 
ae 22. 10 omaha. foto. e.slcor BER. 
of ea LA ORT RE. NSE 
Pr Me re STE PIE FOG re g Rh fer A ieh; 
3 flats fh) =a. ef c€ Cab fe fed lee: 
上 六 名 


Ci PFE tit Se PI Oa LA A OH yy 
Terre To ee P(e daar. faa doa. A ores 

(E> fee Te Ceca TM REA FASTA 

CKO RJE oiir eta. feo] Ae Br aye ree fh 
fir J ‘PER saa. H n PEP PF fete OPM 不 动 点 

HEBA Cio him Hi Te efor E aen E feroare HE OP 
fe, 得 


f | } a re (a. 1° AT. far) oma; 


flee — flr) -i (OU 905 


pot Fe 

Hn RE G So Cree Ceo t~ m ERI So Cadel Res TF 
Prec) E AIE PAR Ay SPO ZS Tita. 207K RGR Be ts, BY OE AE 
hack) ARS P Cre lB ff) 2) Te. FED GO r FE ei 
ATR AY PC dma e eredera OE rela |. fe) 
= m. AE Sf Eiee hth YA. S Rig 7 B- 

(DOR POrd fel awe Li be ee BY of oe fOr Ala, fei 
CPS Sgt RY. GE ea ree APP rc eta. fry lb eto. 
A 和 x) 得 
tye fT Orn) man) sb SR AG r, a, 
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cH ) 用 反 证 法 . 设 了 在 (a,8) 内 有 肖 引 周期 轨 , 由 定理 22. 6, 
HOR S| SA Bak BRS) SHEA co ARG e BY AF Sh RK bY 
左 半 邻 域 . 由 于 Ofte) eb, FER (oo) AR A REY] CAA 
Je 一 二 时 ,有 产 fe? 一 了 (0 一 2， 然后 flad=a 而 当 Fe 人 > 上 时 ,由 
LA fete) & aD 又 因为 了 把 5 的 左 半 邻 域 贞 成 & 的 右 半 邻 域 ， 
而 在 a 的 任意 小 的 右 半 邻 域 中 ,由 CE) ,总 可 找到 二 使 产 (二 ?一 < 
因而 (a,) 内 的 周期 轨 不 可 能 吸引 a 或 5 的 半 邻 域 . 并 盾 . 

CN ACH ATS. S 在 Cc,8) 内 的 唯一 不 动 点 了 是 排斥 不 动 点 . 
Sie SEL OLA RBM SF :在 La 了 cc) 上 严格 递减 , 若 
F =F CP OE S(O) 上 上 有 唯一 不 动 点 p, 由 定理 5。 4 之 情形 
1; 可知, 对 cayf 了 Co) 内 任 一 点 z'. 令 (zx*) 一 zw; 可 得 (251) 一 
mi» Hop. 这 是 因为 p tf OER Ro. Ame BR 
点 . GRAD CN oR. E SFE CA SOA ARF ph g FB 
B a pZ Aea. wee SCR RSA Me Bw 
FE FE CBR BE FR ON OS. FRE {gg Ef BSE FR OC RA adh 
HE FE ALA. MT tg FOC ES BRS] CBR AS |) Ja BB. 
mx AC HD APA. 证 毕 . | 

命题 22.11 i fe ae 22.10 PRBS ie 是 了 在 
[6 上 的 唯一 不 动 点 ,z 是 方程 fe) = 6 Hef.) EAE — me. I y 
和 = 则 是 Leo 上 分 别 满足 了 8} 二 pg 种 了 C2) 二 8 的 点 . Ez IA 
有 点 列 pore ey ee fe ee, A EG AT AR 
R) lrg Lr e a E Er = F Cra) pra Iz OP Ae EF: 
sf) = SO.) € pb) a = 1,2,3,0) 

Pad <a F’ oe So fy) E ap) l = Beds) (22,21) 
Pa. = LOK) = pain = 1,2,3,0) 
MRA 
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p— ale max{z — pap — 2), f! Cp) 22 | (22,22) 
ny ay 

hope any! je les rE, an PUE PTa D 

(n=O.1. 2.3.08 57. = Be? =P) 

证 明 hem 22. 10 2 i) A r = pe Ca fed]. FE Caw | 
HORA) oe eg ee a, ee a E a, PCa Hae f Ce Dp ve 
Bele b>) ER E PO = fn a. Syed tyne EL pny. PY 
f SAR APE Cs.) Bo) AE A Ce HL 
ro 一 
BH. fe U PY LL PR i 成 在 (p27) 后 有 了 唯一 的 :和合 111 o o 
re 由 Peale E My fC Pr, 
finde PO). faa. aft Marder fOr dp BPR Crk. Sia. 

a8. 21) EJA. RAR er RA ee |. AL. 
rea [He AL tap |) CE ER EU pm poe re AE TE e E Cie a. 1B 
(tefe J) l. fi aR pepe em oe Elz Ee 
Cri ay S A A Spt Opt Cese LP AS G AE EP Pe 7 
Ay Beh E rE fesse Ct Co RBA Ce D S 

hin. Mater Ql. 
CF ODE = ft cpt tte gd soph Crd! 
~ fi Cpe Cf Cp yy > | (22, 24) 
pab sf eu RA yp Eio. arn W p.p REEE, HA Gh 22. 
HG rE pran o A OECO 1. BPR APE AT rE Er, 
fee TLO tb TEER, 

dyno ce 10 Bb me dul 22. 01, DPR AS HE SE AE JE 22. 9 的 证 
rs fi f, DEE. AEFI 

T 二 22. Oh of pga p e pe. oi op Mel 22. 11 HAR 
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tF. H Feo ma W F Le AFR 
A= (x€ [a,b] 3] BRM n PO € [要 ) (22. 25) 
上 ,与 2, ERRI Hth. 
证 明 fF § 10 PR 10. 2 A MRP Eae O 
与 1 组 成 的 无 穷 列 | 


sz) = S581851" (22. 26) 
其 中 这 样 规定 
ja FD € [az], MS s = Ü 
(22. 27) 
# f(x) €E [z.5], WA s. = |] 


这 里 z、z 的 意义 如 命题 22. 11 所 述 . (如 无 特别 涪 明 ,定理 22. 12 
证 明 中 都 将 沿用 命题 22, 10 RAE 22. 11 之 记号 . ) 

这 样 ,s : 4 一 2 显然 是 连续 的 满 上 映射. 为 了 证 明 s ay ot, E 
S10 ZA 10.2 H, EAA Ar) 的 导数 如 了 很 强 的 限制 .应 用 
EH 22. 10 及 22. 31, 对 fr (z) 的 要 求 要 弱 得 多 ， 

要 证 明 s{#) 本 道 , 妈 证 明 ;: 当 ri r 时 ,党 有 sa) Asla). 用 
并 证 法 - GA nr 使 si) = sir, WME RIE BR ayia js 
PG) Ria r RAR eo PES Ale JERE 
GA BA a ea <a) H GE J Le] PR g 
[z.b]. 

R PHS E AJIES rE Ler. POP RRA oma wM ARER 
fn Co) = p. X E A h E 22. 10 RECON sa ARN 
LEE p ATIE - PAS SRR TE SRS OE FHE mejl S 
Æ Lowe] EEEF iR oe ni HAE ome RE 
JC =a FAR A A FE GO =p R h KEET. GE E it 
H PRIR Losec. E tee ed a OR A AL OF BEL UR 
Wl 人 
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a EEE eee ee eee” eee ee ES a m 


2 "EE 


Ribs Re. WA IA Leer. MARE u AME 
Crati ara JER Lr RE OAL re RR Greer EIA OA 
rr EHS CO =p HR. LAER ER SR. 又 央 
At free Cr) RE See Zig BOK E BY Cp pO, EY a P 
Act. El! amen, Eefin) A ipp H r Bn Zanji 
myin e+ 2. FRE 22.11 可 知 ， 
(freer) y > | (Hrg 4) (22, 28) 
RLRE PI We ts datea ho ee E A te RE — PL RK. 但 它 
if Se 98 ANTE fH AACE ARSE Te AE f° Go a RPO) = p F 
柑 的 最 大 区 问 ) RE) AP. BRERA os db A 针 3; BST AK. £5 
16.2 BM. © foe os, Bl» tf Fl o pititi. ER. 
WO Sg). 1 EERIE Hot BRE 8 10 中 已 所 到 过 . 
VE CATE We. FIT) t E ey ER E E. 
定理 22.13 4 >A Etg CO = ar an ELLA -个子 
集 .1 工 与 2 上 上 的 移 位 映射 o SFP ESE. 这 里 4 是 康 托 宛 人 全集. 其 
mE SN ; 
ASfrE€ (0,1 i Rt- HR Ree Here [0.1 】 (99, 99) 
APF ce & AW gi (ed ee. 
证 明 WB ee F geri ace WY. ie a Ae eB 22. 12 
A Ae dt. BU Be 22. 10 和 命题 22. 11 的 条 件 . 


r . l - 
当 ai Big ÆI EA RK c= $4 的 最 大 值 
ape yu |, n 
n? T> TE CF»! ) 内 有 队 一 不 动 点 2 一 “一 ,这 时 ,使 9.《7) 


| -i d 
a. Lpi =p ÝI p A Lp Bp p= 易 算出 
gO 
{2 303 
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再 求 出 g,(z) 二 1 的 两 个 根 
. 1 ] 
Hedge thee HI 
Fr 


~ o o] ] 4 | 
pant om t>3 | 4- == a P 


(22. 31) 


>43- t= (22. 32) 
H 2 j 


至 于 命题 22.10 及 命题 22.11 中 其 他 条 件 , 均 属 平凡 . 证 毕 . 
$23 分支 理论 


我 们 已 经 看 到 , 当 a3 Hg (OK ar (1l—-DRER SRE 
状 很 简单 ,已 被 我 们 了 解 得 一 清二 楚 . 当 ais, DARN 
锭 , 夺 似 策 书 结构 异常 复 条 -一 个 有 趣 的 问题 是 ; 随 着 a ER, g 
的 轨道 是 如 何 从 简单 逐渐 演变 为 复杂 ,而 终于 出 现 混沌 的 呢 ? 

在 $9 中 ,定理 9. 1 描述 这 种 变化 的 一 般 特 点 * 菩 明 了 图 数 
EA MRP EMER RERE , 接 名 可 去 斯 基 序 变 得 越 来 越 多 ， 
越 来 越 复 来 . 下面 ,我 们 将 对 这 种 变化 过 程 , 作 更 细致 的 讨论 . 

当 连续 变化 时 .9, 也 是 连续 变化 的. SOOT «fhe, 是 结 
H ER Mt FE pA el OE AE uerunt), g 与 多 拓扑 
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dt Se AGA TR PUE ME AR Se A EREA Eh. a go, 不 是 结构 
稳定 的 , 则 9, 与 8+ 就 可 能 车 本质 上 的 不 同 .这 叫做 分 支 更 象 . 可 
见 ,分支 现象 万 是 结 梅 稳定 的 反面 

可 以 从 最 - - 般 的 现 点 考虑 分 克 构 念 . 而 不 与 参数 相 联 系 . 设 了 了 
E :个 后 扑 空 间 , 即 -一 个 引进 六 部 域 " 福 意 的 集 . 在 了 上 给 了 一 
个 等 价 美 条 “一 ”, 即 对 了 中 元 素 给 专 分 类 规则 -一 - 当 昌 各 当 nme 
BY uA Apt) 与 tz 局 于 间 一 类 .这 时 ,就 可 以 考虑 分 变 问 题 . 设 tt 是 T 
的 任 一 元 素 , 有 两 种 情形 : 

1” 存在 1 的 一 个 邻 域 .使 得 对 任 -- 个 总 有 一 这 
HJIR t 为 稳定 元 素 ， 

2° MFCR PRR BALE, we eR KA 
td. AUTER i ASD SI 

这 表明 ,分支 概念 是 联系 着 拓扑 美 系 与 等 价 关 系 耐 言 的 : 我 们 
EA BRPHC MS XM BK TERE eee RHR 
& EIR GTM CC 8 20.5 20. DP RENEE g e 
的 拓扑 .通常 取 r= 1 或 2. SPP AR. ME HTH SERRA. 这 样 选 
Ae. ERHARD a Fe PB BRA TG APE BN Bue a a 
bey 

AR P R ERA Ba ag BR BY Se GL, DK a EAB te 9 Ae] 
fe Fa RP 

fila) = GRAD (23. 1) 

并 设 美 于 x 和 有 rr 次 连续 偏 导数 (tr 之 1)., RN -BACH 
gz 一 eC1 一 z+) 只 是 (23. 1) 的 特例 . 下 面 从 几 个 上 其 体例 于 入 手 来 
Ol A+? SS. 

fAl 23.1 CHG RRR SS BK BC = Ae (AO). 
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图 23. 1 (a), (0), Co) SPREAD am 
ie 图 象 的 变化 . 当 4< 上 时 ,B:(z) 有 两 个 不 动 点 . 当 2 一 上 时 ,两 个 
不 动 点 融合 为 ! 个 . 而 当 2 之 二 时 ,不 动 点 消失 了 .所 以 称 4 一 二 为 


Bi(z) 的 分 支 值 . 由 于 ?一 一 时 ,曲线 y 一 Me 恰 在 不 动 点 处 与 直线 
=z 相 切 , 故 这 种 分 支 现象 叫做 切 分 支 (在 高 维 情形 ,相应 的 分 支 
AER.) 


y 一 erf |) 


e yI 


WH ig 1 , 
我 们 在 $ 19 中 介绍 过 直观 表示 远 代 过 程 的 昕 两 图 . 如 果 侈 
要 表示 远 代 轨道 的 趋向 而 不 追究 具体 迷 代 细节 , 则 往往 用 “ 相 图 ”. 
送 代 阔 数 定义 域 叫 做 相 空 间 , 每 个 点 OA A. 相 图 上 用 矢 号 表 
示 相 点 在 进 代 作用 之 下 运动 的 趋势 . 二 维 情 形 下 , 相 图 特别 有 用 ， 
图 23.28 Bosse’ HERS. 其 中 Ca)、(8)、(c) 与 图 
23.1 Ja. b,c 相对 应 . 
专用 于 描述 分 支 现 象 的 还 有 分 支 图 . BG) = er 的 分 支 图 如 
图 23. 3. 在 分 支 图 中 MeSH AAMAS A tA. 
图 上 表明 ,4< 一 时 ,有 两 个 不 动 点 ,4 一 二 时 , 变 成 一 个 不 动 点 :一 


1, 和 > 一 时 ,无 不 动 点 . 
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H 23.2 Rp 2. G 
例 ?3.2 CJA Rp SO AM R F EG) det AO R 
We. u EJ 23. 4. (a Fe AR yw esl a<lG AY. A 4 — PON pR SO, 
所 5 及 表示 当 4 一 一 "时 ,不 动 点 * 一 一 ! KK YE 
HE HE HELA FE OR SAY. CORR Ae MS ah ARR A pe 
不 动 点 ,同时 在 不 动 点 两 侧 出 现 3 RR SA 2 一 周期 点 .它们 组 成 
一 个 吸引 周 戎 轨 . 


TT rr 


图 23. 4 
仅仅 观察 5 的 图 形 , 不 易 看 出 这 一 对 2 -周期 点 产生 的 原因 
相 它 们 的 吸引 性 .如 果 画 出 素 的 图 来 看 , 便 可 - -H T3. 成 Eig 
增 的 . E; 的 不 动 点 和 2 一 周期 点 者 是 ED 的 不 动 点 .图 23.5 表 明 : 
HFP E BJE GI A ah ea R R A R E G PHE -AS E. AAR E 
| SECARHE AB RRE TELT -IA SAT A. 这 一 -对 不 动 点 ,村 二 ni 
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8 i632 — JAAS. 


= 
l 
7 | 


23. 5 CEE Ag ah Be PHD 
1X FPP eR RR Fe A RA a A BE, 然后 由 吸引 
变 为 排斥 , 同 盯 在 两 侧 出 再 一 对 2 一 周期 点 ;它们 构成 吸引 的 2 一 
周期 轨 . 因为 不 动 点 是 1 一 周期 点 ,所 以 2 一 周期 点 的 出 现 叫 做 周 
期 倍增 . oR a eax. 它 是 一 种 十 分 重要 的 分 支 现 
象 .一 般 说 来 ,一 个 4 一 周期 所 由 吸引 变 为 排斥 时 ， 它 的 陆 近 会 出 


HS 


ca. © [4 cued 
现 一 对 a ET 一 个 动力 系统 随 参 数 改 
变 而 由 简单 状态 过 渡 到 复杂 的 混沌 时 ,这 个 过 访 过 程 藻 常 表现 为 
一 系列 的 倍 周期 分 支 . 区 23.6 画 出 了 Ary AcOH EB. 


SS a I 


图 23.7 是 Bit) A0 YER AUE A A. OP bc 对 应 于 图 
23. 4 的 相应 蛛 岗 图 . 

例 23.3 S KCD = sing. EA BiG) CASO BP. 当 A! 
at, SE «= 0 Mh — POR HRS AIR. ASL. Ao SX 
BRE RSA (RSS|. 当 4% 汪 1 时 ,不 动 点 71 二 0 由 吸引 变 为 排 
FAR AES RAP RIP. RRB E 
(图 23. 8). RAP abe SPR AEF aclla= | Al a>] 的 情形 . 


rer a —— l 


qe. a aÁ Io = 


Pl 23 8 
G] 23.4 HJE ote) mart — 2) a ADF 1 变 为 大 于 1 时 
性 质 的 变化 . 这 是 我 们 在 $19 中 定理 19. 4 与 定理 19.6 中 已 分 析 
过 了 的 . 当 HE (0,1) 时 ,g, ABTA DA = 030 
2, 排斥 而 rz 吸引 ,都 是 双 曲 不 动 点 . 当 # 一 1 时 ,两 个 不 动感 合击 
为 一 ,失去 双 曲 性 ,成 为 一 个 诺 排斥 而 右 吸 引 的 不 动 点 + 二 0. TS 
go> BE AAR A LSP BI n= 0.0 =A Ah HH TE PK 


了 ,但 =0 成 为 排斥 的 ,而 z. 一 和 一 成 为 吸引 的 图 23. 9 是 它 的 
HREP aboe 分 别 对 应 于 act aml, a> 二 种 情形 . 
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EAE ILA a PT a a Be St ee. 其 中 例 
23. 3 要 求 对 产 于 分 支点 的 通 数 在 不 动 点 处 2 阶 导 数 为 零 . 而 例 
23.4 型 分 支 则 要求 郊 数 在 不 动 点 处 的 箱 对 参数 & 的 导数 当 上 为 
分 支 值 时 为 零 . 
我 们 从 上 述 例子 中 , 找 出 一 些 一 般 的 分 支 规律 : 

定理 23.5 Hf a=, G 关于 .4 有 连续 篇 导数 ,并 
有 GCzos 和 0) = zos f! y Cr) F LCE SS Cao Ae) FS). MEER ro 的 区 


BIME Ao 的 区 间 .7, 和 上 共有 连续 导数 的 映射 ? JT AE PO = 
t AGAD =p, ff. FET LR AR RhoA. 

证 明 考 虚 由 方程 fz, 和 ) 一 + 二 0 WE ZR c= peta). 
HF GEro sào) —zo=0 A 


(Oz,N) 一 FY) |e) = f" WELD. — 10 (23. 2) 


FH Pies ols Soe BE a rE eae. 证 毕 . 

这 个 定理 表明 RU A eo. OR ee Ea Rh 
yy 1 的 篇 形 . 对 应 的 “分 支 " 图 ,表示 出 在 ‰ 邻 域 不 会 在 z 处 发 
生 分 支 ( 图 23. 10). 事实 上 , 当 扳 立 不 动 点 处 导数 绝对 和 依 不 为 1 
BSS , 2G SC TE AS Sih dae Se 
定 的 ;当然 不 会 发 生 分 文 . CEN 
23. 1. 23. 3, 23. 4 产生 分 支 
时 ,不 动 点 处 导数 均 为 1, 从 反面 
说 明了 这 条 定理 的 意义 . 

定理 23.8 { 切 分 支 定 理 ) 
HAD =GQ, DEF 1.4 G2 
MEST. HE 

1° fs, C0) = 0; 


242 通 数 达 代 与 一 维 动力 系统 


2° facs 1; 
a° Of, (OA; 
AG 


Bh ae a. 
WHER x= OR Rial’ MRA 2 BIEBER PRA pt /> 十, 使 
frod. AL py (0) =0,7'' (0). 

证 明 SE MRA HK CGA) —7r=0. 由 于 560. 和 0) 满足 这 个 
Fy te + FF LL 


4° 


— & "Ei (23.39) 
J 


0.4 -一 Ty 
“p cA Ü. AL, 


于 是 存在 z=0 的 邻 域 了 使 得 在 /上 有 函数 1 一 p(z) 满 足 
Gtr, pr) }—2= 0.8) fy lr) = r. Ba R RUT Ee PRE Fp 
2 Bir GEE. 对 G(x ,p(tz)) 一 x 二 0 求 导数 ,得 


c F 


A OG 
Gr | lr JA (er P(r) = 0 (23 * 4) 
再 求 导 ,得 
roe FCG 
pri irai F EPET Lz prj * p (x) 
FG Mr 
十 ne (More Cp Crd 十 EFI ep'er) = 0 (23.0) 
#i, d E E LO 
由 (23. 4), B z=0,4 p (= 0. (EA C23. 5), Pn RH 
f: <0) 
rr g — — 一” _ 
rn" 0} a (23. 63 
Fa ea 
证 毕 ， 


由 于 0} 二 0 入 (0) 半 0, 家 明 ptx}) 在 x 二 8 时 (好 a=, 
AS >. 有 极 大 或 极 小 , EESE COD Oa ae Aca Df, E 
ANS A> BT. BP A a pe C0 <0 BY WAR ee. ap R 
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23.3 对 应 于 PP' C0) 之 0 AR RRA. ROA c= 1, EER 
Ep" (10 <0). 分 支 图 23. 11 画 出 了 定理 23.6 中 对 应 于 
p' (0) 0 的 情形 . 
定理 23.7 (BAS 
FERDI fe) =CG, AE 
于 *x 和 2% 有 3 阶 连 续 偏 导 
数 , 而 且 满 站 ! 
1° f.€0)=—G(0,a)=0 
在 A= A AER E ; meee 
2° f, (Q)=—1; Pl 28.1] 
3° fi (O40; 


4° =U | cnap = O- 
则 存在 包含 x=D 的 区 间 7 A 3 BE SE] fe oe Be pt [一 有 ,使 


jr (rz) Fz C23. 了 
但 
fi tz) = (23. 8) 
Wa OS 
(f(z) 一 2) (x #0) 
Hiz,4) = (23.9) 


PUD — Dhan = 0) 


ig HA 2 Bye SO 40, A 3 BEES). A 


3H Oo Poa _ ai) 

yf (ag) = 35 fi — =) to) AF Leora 

y RPT (23.10) 
H __ a 


Fe 
—— x = > — F == 
an? | eta? Br Si 1 CES, Jr? | TER 


bti pR RU (Ra EN RE 


— | 


SESS 12 k 


Re | RUI wu da 


Me Ar 2) = 0 H RS ee a EGE SE. 一 方面 ， 


Ff (0. Ag} = çz; r) fee. 1 CFI y |， 一 - | 
=f, (Ok Po -- |= 0 (23. 11) 
ny Ap tg. 
tt 一 a rye — — d cy! 
eee = BUD Oil = Fup] #0 


(23. 12) 
于 是 有 3 ESE PA ple RT r= 0 邻 域 ,满足 Pt0) 一 和 和 
| Hx, plr} 一 0 当天 时 ,由 (23.9) ,得 


Pr 一 工 一 0 [A= plz)! (23, 139 
H P (O= — 1, hE 23. 5,76 2=0, A= Ao SBE a) FRE AE 
-- Rah a0. a C23. 13} 可知; 使 g(x) 二 4 的 x BS, 2 
进一步 计算 可 知 
dH 
p (0) = -Z = 0 (23. 14} 
PA | oo 
这 是 因为 ,由 (23. 10), RA fF CO = — 1, 
os 一 (及 | =f. (0) + { f1,€09}? 
OeAgs = 一 日 
十 六 (0 + fC0)=0 (23, 15) 
Fy FP A 
poy = 一 | 下 党 N 


= O| E onl #0 (23. 16) 


UR GARE. oe SEM 245 


E (23. 14) (23. 16) 可 以 元 道 分 支 图 的 大 致 模样 . SH p CO > 0 
It, H A= pI OR Ger CO COR. HAODA. & 23. 6 E 
开口 向 左 的 衫 形 . 定理 23. 7 PI RA = 0 A OE 
化 而 变化 ,这 并 不 兴 去 -一般 性 . 

在 例 23.2 中 ,分 支 现 象 表现 为 :不 动 点 由 吸引 变 为 排斥 ,同时 
产生 一 个 吸引 2 一 周期 轨 . 会 不 会 有 相 芭 情形 :不 动 点 由 排斥 变 为 
吸引 ,同时 产生 一 个 排斥 2 一 周期 轨 呢 ? 这 种 逆向 的 周期 倍增 现 繁 
一 般 说 来 并 非 不 汀 能 .但 如 果 f; 对 每 个 固定 的 4, 关于 z*z A 
豆 兹 导数 , 即 3Sf< 过 0, 则 逆向 周期 倍增 是 不 可 能 的 . 图 23. 12 面 出 
赣 向 周期 倍增 时 ,和 丰 (z) 的 函数 曲线 :z 是 由 排斥 变 为 吸引 的 不 动 
Bo SOP MMAR SIR n.r: 是 排斥 的 ,它们 是 产 的 排斥 2 一 周期 轨 . 
FRA o€ (ay tz) 02 € Cee, mE CSD" |= CFD! | = 1. 这 表明 
[PR 将 在 (cuycz)y 内 有 正 的 极 小 . 这 与 5P< 0 HR. (命题 22. 4 

以 上 所 提 到 的 分 充 现 每， 

Ab Se TE Je a EN. A 
说 ,都 是 在 不 动 点 邻 域 发 生 
的 . 当然 ,了 " 的 不 动 点 可 能 
是 了 的 m 周期 点 ,因而 上 述 
分 交 现 全会 联系 着 周期 点 邻 
RETZ. 但 仍 是 局 部 现 银 . ms JE 

He ey a Fea A ot eR 23.12 
我 们 其 实 世 讨论 过 了 . AE Kee) =e —2), SBR a 从 小 
于 4 变 为 大 于 4 时 ,其 轨道 性 态 有 发生 了 全 局 性 变化 . 明显 可 以 看 到 
的 是 ; 当 wssd4 时 ,9 作用 下 愉 [0,1] 出 发 的 轨道 仍 在 L0,1J 之 中 . 一 
日 有 o> 4.7600.) PRATER. AR PEW RR 
的 轨道 都 将 逃 向 一 ce- FEL, LHP WRT RES. 


| 
i 
| 
| 
| 
| 
t 
i 
j 
1 
J 
下 


$46 pa wie Ry AERO Re 


i WR SE AE STE YE th. 

WO FR ee PEE tO) FOE ARR. PB A A Sd 

设 pe AD CREAR. AL Cp a 
FDI IE BPS? Oe) AR ARE RAE. BBY A p BF) 
Sing Ca. £045 p EE X EA P o tE PJ LAE Le. a asp], TER 
- -HJ zE (a. Prp, H 

Fæ) — p| > jz — p| (23.17) 

满足 这 -AH Ce OP SRA. OU p AI Bea ee RS EA 
Wee Ce). CP. XT p Sarl — 2). 4 ed 时 ,7 一 0 是 排 奈 不 动感 . 
易 验 证 Wh C0) = (ce. 5). ) 在 此 基础 上 ,有 

EM 23.4 R= Af (p>) MRR ew. Phe 
AER R a fE D =p WR oe MT eT p RRA. 
(homoclinic point) . 

fal fq) et SG Pg = Cp) mee AO gdp. SRB og H 
Fhe Pa aS p 为 归宿 . RAR A UO ate PP A TT EO E A BK 
APERI PE i EG AS ok 

eA. g Apr Aleta ee WOE Be a Fe) aR PY 
同 往 点 . REE es OR SG. RA p A — e E p PS. 2T A BY 
g(r} = 491-2), AF 1e l .9tt} 一 0, 所 以 z= 二 0 有 一 条 过 -> 
的 同 宿 轨 . 当 > 4 时 .由 于 g,tx)=:1 有 两 个 根 z 和 =, 所 以 过 rz 一 1 
有 两 条 同和 宿 轨 -. 分 别 过 > 和 =. 

定义 23.9 一 条 问答 轨 叫 知 非 退化 的 ,如 果 对 轨道 上 每 一 后 
rA Sf (7) 40. 否则 , 称 之 为 退化 的 . 

例如 ,x 一 4 时 .5 一 420 —O KT z= 0 A a ARI , 


ee EE EE OE OE eee | 
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因为 9 [| =O. TEM wd 时 ,9, 的 关于 * 一 0 的 两 条 同 宿 轨 都 是 
非 退 化 的 . 

退化 同 宿 软 与 非 退 化 国 宿 轨 性 质 上 有 很 大 差别 . 下 面 将 看 到 ，; 
非 退 化 同 宿 轨 将 引出 混沌 ,而 退化 同 宿 罗 常常 导 至 复杂 的 分 支 . 

定理 23.10 Bote f MHER AAS >l. g E p AA 
非 退 化 同 宿 轨 上 的 一 点 . 则 对 5 的 每 个 邻 域 5, 行 在 正 整 数 * 和 入 
的 子 集 4, 使 得 产 在 4 上 与 2; 上 的 称 位 映射 "拓扑 共 辆 ， 

证 明 Mohe DR WCU, AMY crew E f (2) >4 
> 1. RE ge WE A 0 =p. 由 于 ?在 非 退 化 同 宿 
AE RE g AY BN SBR A f(a)! 40. FEE g PSR OB 
f PUR HIE VY BRR CY, ah p POOR AR. 

设 在 了 7 上 有 | (PD) |e 0. Pe 1. RHE RS 
小 ,以 致 PO OCW = 1,2." ,7, POO AN. FRA E> 
PPO OOMBV. AM ce Al (ptt)! |). PE, E T 
EASY PART VS POA Bc. 

BRP EBS FO ORME TVA. re 
ETET ERO RS. SD RAR a me R 
V* AR rE | (pte)? | 1. 

TH. go ft 

A 二 {fT VUTV'| 对 任意 # ,站 (下 EVUF*) (28.18) 
则 可 以 给 4 中 每 个 点 z 一 -个 由 0 与 1 组 成 的 元 穷 列 如 下 : 
{s@) 一 sou Set"? 
et) CVs = 096) CF HRs = 1 
iS $10 10.2, 容 易 证 明 s: Ak, Æ g Bl o tAth. 证 
毕 . 
由 此 可 见 , 车 了 有 非 退 化 同 宿 胃 , 刘 它 有 任意 周期 的 周期 点 ， 


(23.19) 


2da AREI ty AES Rt 


更 进一步 地 ,J TE AE MS TEE ee E. 
Tv xe HBAS RA. EB 6 fe SL PES FO PRE SLR A 
ya Opal. FE Eg ORATE J A Dl fey Maka LA S| REE ae oP 3c 


Fj žr | Fi 
y= feta) a 
i oy i -Yr "WH 
re Ro ASST 
站 J” | 1 ka ' + | | 1 
: Ja tt Ly \ t | nea : 
| l ‘ y= fa) 4 ETEN E 
| =- : | 4 ' 
É f wl io. 一 -一 一 一 1， 
ao 3 vai Po [7 ie 
<_< = | - - — ee 7 | LC 
SOF T ro T " i 了 了 Go p TEE _ rT I 


A 23.13 

如 图 23.13, Ca) Rea f(A ARR AOA ep 有 一 个 同 宿 点 9， 
过 9 AY (ETS Bude a ead ER x* 而 返 问 由 于 产 :z7) 一 0, 这 
是 一 个 退化 的 同 宿 轨 , 在 图 23. 13 之 (6 中 ， 力 人 xz) 栈 吉 改变 成 为 
farla). 由 于 处 函数 值 增 太 ,使 得 过 zx "的 那 条 退化 同 宿 轨 消失 
了 . 本 来 ,p 点 邻 域 的 点 在 迭代 之 下 可 以 有 很 多 一 再 返回 ,现在 不 
行 了 .在 图 23. 13 之 (o HS, A A PER RAS Hh, fe” 处 的 
函数 利 变 校 小 , 导 至 两 条 非 退化 同 宿 轨 的 诞生 ,从 而 使 轨道 的 性 状 
有 了 全 局 性 的 变化 . 因此 ,4 是 函数 族 f(z) 的 一 个 分 支 值 . 这 种 分 
支 现 僻 表现 为 某 个 不 动 点 的 同 宿 轨 由 无 到 有 ,又 由 一 变 二 ,由 退化 
变 为 非 退 化 , 称 为 同 宿 分 支 . 同 宿 分 支 常常 引起 轨道 性 态 全 局 性 的 
AR AE,- 

EBROK g= Ar 人 1 一 zu 一 4 就 对 应 于 同 宿 分 支 . 当 A 
时 ,不 动 点 + 一 0 无 同 宿 轨 . 随 “ 的 增长 . x 一 4 时 出 现 了 一 条 退化 
mJ Pi a> 时 ,这 条 退化 同 宿 轨 分 裂 为 两 条 非 退 化 同 宿 轨 . 车 进 
一 步 分 析 将 发 现 ,4>>4 时 ,9g, 是 0? 结构 稳定 的 ,对 cA TE w= 
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ACER AAAS hls SARS PA. EN 
Hie wee Se. 


§ 24 Fl AS i ey BH 


前 面 已 经 看 到 ,符号 动力 系统 的 方法 给 了 我 们 很 大 帮助 ,使 我 
们 能 够 清楚 地 掌握 wz4 时 ,名 一 上 (1 一 2 的 迁 代 扫 章 的 复 梨 而 区 
有 很 强 规 律 性 的 现象 ;并 看 到 上 >4 的 情形 与 e444 的 情形 之 
间 的 很 大 不 同 . 当 wd 时 , 极 大 值 点 = E g 作用 下 趋 于 一 cc 
sa 一 4 时 , 它 变 为 排斥 不 动 点 . <4 时 , 它 的 行踪 我 们 尚 丰 了解. AB 
么 ,g 的 轨道 性 态 的 变化 与 极 大 依 点 的 行踪 在 过 大 程度 上 相互 依 
ME? AAS TANAKA BH RR. 
我 们 本 节 中 一 直 设 了 是 [0,1] 上 的 单 峰 函 数 , 妈 满足 两 个 条 
tF: 
1l. f€0)=7f¢1)—0; 
2. f AEA oec afl. 显然 ,了 在 [0， 
cj 上 增 , 在 je,11 上 减 . 为 了 使 由 符号 方法 ,引入 下 面 定 义 ， 
EN 24.1 设 zET0o,1], 约 定 
0 ro 
| (14 fF? (x) > ce) (24.1) 
Cc cus Fa) = e) 
HRES Cse r Æ f PE FAREA SC: 


i= 


T ER Y itinerary ; 际 型 原 立 为 Kneading sequence, H or ae ae 4 A o E A 
KREME XiMcl @ g. 


Sz) = Cses poor ) (24.2) 

ZECE- RER GHA S A A Centre ,中 心虚 feo A Beh 
SCfCe) N a f RRA. te RA KES). 

EE 2) ghz) = Ae 2) EBT C= PCO = 1 PCO) 


= OCjo°1}. FRE ACO =(100--) BR fp) Sg) =2r(1—2), My 
对 Wy 有 PMO ==> RH LN = (OCC), 

若 往 序列 的 某 一 项 出 现 了 记 导 C 则 5 后 面 必 为 (站). AM 
Hiks s =C m KCD = aaa, Wl sy... CAK.C Ame 
以 再 写 出 来 请 ) 这 基 记 号 CC 50.1 不 同 之 点 . 我们 把 完全 由 0 与 1 
构成 的 序列 删 敌 正规 序列 . 对 于 -个 给 定 的 单 妖 函数 ,哪些 序列 可 
能 是 某 些 点 的 踪迹 ? 特别 是 ,哪些 芷 规 序 列 可 能 作为 点 的 踪迹 ? 这 
是 一 个 有 趣 而 有 旦 重要 的 问题 . 

容易 看 到 ,如 果 函 数 的 夺 代 轨道 性 态 简单 ,踪迹 的 样式 也 往往 
BS i. Mor. kt fag} 1 一 <2 时 ,可 能 出 现 的 踪迹 不 过 是 
(000+), (1000-8 (C000). 而 当 2<u<3 时 ,踪迹 形式 略为 
me HE A ta Aa be 

COV LD, C0008, (Irie), COO + 0111…) 及 C00 … 
OCI 1) JL ate E. 

为 了 探索 o> 3. BRE A RE IR RE Sin. 
即 符号 序列 之 各 建立 起 顺序 关系 . B= (sosis) ,t= Cotte). H. 
itl Sos 3r teaa Pol A PAA Cs). 24) FE fof E O,1,€ Zeal A-D 
关系 0 二 C< 1 WAS As 与 ! Si RRR <M : 

定义 24.2 设 序列 s 与 1 的 前 7 PABA AB ts) 
为 偶数 月 sw < 或 二 ARH sot, MER s ATF GLIESE 
显然 ,点 在 直线 上 的 序 与 它们 的 踪迹 间 的 序 不 相 了 矛盾 , 才 对 我 契 方 _ 
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fees, 事实 上 , 正 是 如 此 ， 

定理 24.3 对 于 给 定 的 单 峰 熙 数 了 和 7z,yE [50,1j], 有 

1” B Str <S(y), Mf ey, 

2” ā Bray Mi Sas). 

WER Rut ISSR BT T. ee 8 Cr) = (sgia), Se) = Chatty 
>) FE SC) 5 SG) AT en 个 符号 对 应 相同 (EB tl PA n= 
0,1.2,*…*" RD n HAT RHA, ee ON BR. Rae 
对 # 一 1 真 ,再 证 它 对 *# 亦 真 . 易 知 

S{ Fr)) = Cassar a ACF = ibig) (24. 3) 
当 a= Bt, PF ni S) = rA SC a) a SaS RE 
M 24.2, R SCF) LSG. MAART TOAS), MH s 
—t=0 Ar yE 0O ray 当 = l 时 ,出 于 nl Sl) I t 
(S(fQ@))) +1, BELTI SLESAR S( FD) K< 
S( fC) . Fa BARS. FO < fs). I rye Cost 1 
acy. WEEE. 

若 对 于 了 ,序列 s 是 L0,1 上 基点 的 足迹 , 则 称 s 关于 了 是 允许 
的 . 或 说 s 是 上 的 人 允许 列 . 以 E, 记 所 有 的 关于 了 的 允许 列 之 集 . B 
定理 24.3 可 知 , 对 所 有 的 *, 出 于 站 有 PO Slo MEH (xX) 7) 过 
SERI ASGD SKC). 亦 即 , 若 sE L,, WY o(s) SKS). 这 
是 s 成 为 了 的 允许 列 的 必要 条 件 - 

(ARH ARSE Ly HADA AmE f =i Ce) = Ae C1 — 


x), AW ACP) = (1000+), fE— PIED WAR (ON KF). 但 并 非 每 


个 序列 都 是 允许 的 . 如 取 s 一 (0…01000…》, 易 知 s 千 Zr 因为 以 一 
BEB HET DIR PERS ICS C. 
下 面 给 出 一 个 充分 条 件 : 


S52 ma Re Ay — oh Be 


ee i el es i Maa 


定理 24.4 2s 0. LR Ac REAM A. 
FER ER of QC < KC n= FB) Mie Ey. ARIA +e BOSS |. fee 
Sa) 一 上 Pry ee 


证 明 Aim (000+) ) 或 (1006-… ), TAR GELE SC0) = 


E pi iH 
COOO S01) = (4000+ BL AR HE (000 “261 900" we 
a ' a 1 ， ' oa E - | Ts gs 
h = {xe © LOs hyp Flay E ay: | 
人 
, La = fa G L011 aCe) > th 


FEEN L MR ECO UR. 由 于 ARAS OAM BOE unl 
© Re Gt SIE. 着 ,如 在 [8%ij 中 和 开 : 则 豆 知 有 一 个 E94 中 的 非 
宣 闭 集 : 其 中 每 点 的 踪 访 都 是 !- 

首先 注意 到 ,对 任意 给 定 的 s 一 sg AR i= Oa Er 
HA s ACRE rE EO, 1] Se) ae Copter hee 1) ER 
这 里 tite BERRA. 事实 上 ,大 SO =s, MWA y HH aR 
Wo A OF, RELL OE CE EB a “sp TRAIN 
RGSS. BARRA RO ...…， 1 

BE E Lo IE Sz) 9 Ca He, DIER Tayt, 
MA 20. nhh fA kR A u PSN E 6 = 
CR LAC. R =C Mo O =K P a RT A RA E 
LC 情形 . A=) RA 0 C .两 种 可 能 : a0 ERT 
刚才 提示 过 的 ,所 有 那些 前 "十 1 项 与 s 相同 的 序列 对 应 的 点 ， 组 成 
TESA He 9B bea RTE L 2p 

BF y= OA K = Ohia t. E ED AS eee E 
及 
不 是 周期 点 , 歼 w+ EC = 1,200, 考 上 处 满足 条 件 
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S(r) 一 《SS se eH Sapat (24.5) 
Hc NS WE = APA OL ak CW Be MEENE, 
但 cg W. FEH zE L BPM ERE EW A Se) <e, rE L. 
WA O, EAEE A] 情形 .至 此 ,证 明了 五 在 [0,1j 中 
H- 间 理 可 证 e 在 [90,1 中 开 . 证 毕 . 
顺便 指 出 ,和 定理 中 的 条 件 oF CS) < KC FA ERR. ce KE 
期 点 这 一 要 求 厅 以 夫 掉 ,但 条 件 (过 所 (7) 要 路 加 格 收 . 事实 上 ， 
WE Cf) = imre C aya), 24 Go 6, 中 有 佛 数 个 1 时 ， 
有 Pa Po PO 
ae Laan daia OY ZK) S O OS R46) 
伯 集 全 
(s| S) = Carada me) O AD 
Pr EENH, HG a RNR 
EERI AÖ LKORD _ 
pese og CA ox eT HEMET D > 


OF? hE aS: Cars Lv i a Ch a REREN. 
eH EMT ca EMA RINE TEAN 
«FFA, Se ARE REL Ws A Pm BCI BET MFO 
踪迹 为 循环 序列 的 点 与 周期 USK A 
定理 .24,; 5 - R= {or ta gyt vE fA Ph 它 对 
一 切 i 满足 OKKO. 则 存在 FA ANA pE SGO=s. 
证 明 & KP ARATE A AR EE 24. 4 证 明 过 程 
中 所 指出 的 事实 :集合 汪 - 
J = ‘we 1 8@ =a) (24 9) 
FE 4E AR le}, AT O o En an 


“Gee 


ee ee ee MM 
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HT ZAR AE KA TP oe A ps ow. AR AE 
退化 民间 [La |. Wl Sp A i a] 2 OEE oY LB. 24 f* EE H, 
Plaj=a f =k; PRM WA Plo). Pla, HA xy 
€ (4.6) 4 Pro =e Fae b Af A 2 — A a ae a Jae. 
ILS SSG =a ar Af Ae AR A feeds. 

ACS ED IA. A EH De ABS. 证 年 . 

附 带 指出 ,定理 中 的 条 件 mm <K (CS) AT DLR SH ot Cs) < 
hit). 

FE {E CEEA T fapa ELA E EEE A A 

定理 24.6 (ERAR AS SA0. Li s EHA JA a 
ARERIA, IAA BRL oI < KU ww 二 0.1,2,…. 则 
至 多 有 两 个 周期 轨 具 有 踪迹 

WHR RAR Aes HAZRA .前 已 指出 ,是 个 
Rie. OS FL RA S- TESES ERAR AIH n 
周期 点 或 2x 一 周期 点 . Ae aki. 设 j EAZ Toa ear 部 是 
三 的 不 同 胃 周期 点 . o Ffa , 则 它们 都 是 下 的 不 动 点 .不妨 贷 化 
HARRA F 的 其 他 不 动 点 . 由 定理 22.6 之 推论 22.7 AP Alea. 
zt 中 只 能 有 ~T E| CRA AR Sr. ER BR ae re 这 将 
推出 F aE Lanse 内 部 有 正 的 局 部 极 小 .这 与 SF 二 0 开放 .证 
EE, 

定理 24.7 设 单 妖 函 数 了 满足 S1<0,. 又 设 s= (ass soe 
Set E ERLE Oe Bo. AE 

Io #(s}<KCf) 对 :一 0 2 成 这 |; 

2° daissi ts t etan aT Re. 
网 有 

CITO 和 在 在 唯一 的 周期 点 a RHA Ap n H SC) =s; 
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CO 如 果 对 某 个 有 DSK BGY |. <1, 
WAT 了 的 -- 对 2 一 周期 点 具有 踪迹 s 

证 明 由 条 件 2°, BY Saam A Pe) <0, 这 推出 
了 只 能 有 一 个 共有 踪迹 s Ha. Sr)’ |; <i. 
Hoots) 一 KK( 了 表明 有 吸引 ce 的 周期 点 7, 使 Scp) 二 s. 但 不 是 吸 
引 的 ;由 1",p 只 能 是 2 一 周期 点 .证 毕 . 

以 下 为 简便 ,用 记号 (sos,…s,-.) 表 示 周 期 为 4 的 正规 循环 列 ， 
BU Cspsy-*+s,_1) = Css sso Ss io) 

定义 24.8 s= Css s). 如 果 对 一 切 i 二 0,1,2,-…, 有 
o*(s)<o'(s) , WK oS) RAM AZ MCs). 

yO RAD SLA IS. es = Css) ees) t= Cots 
tos + t= (S08) +++ Stoo). 再 设 S = 1—s,. 308 = Ceos 5,-18,). 


考虑 一 些 特 殊 的 序列 


tT = (1) 
Ti = (10) 
ya = (1011) (24.10) 


ty = {10111010} 


Titi S T 8 Fj 


Ta = lim +, = 101110101011}101110ł}11010101110] 0+: 


和 一 om 


(24.11) 
于 是 , 易 知 
命题 24.9 EO 10) ,有 nd indo a H T, 
的 最 小 周期 为 2 ,每 一 周期 中 1 的 个 数 为 奇数 . 
证 明 <, 具有 周期 2 是 显然 的 . 由 于 把 * 分 成 相等 的 两 段 
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ee we ee 


时 ,两 段 仅 有 最 后 I PAS R.A 2 是 它 的 最 小 则 期 .每 -周期 
中 1 的 个 数 为 奇数 也 显然 .根据 "1 TA P< E 
SM BPA 7c, <7,.5. HEE. 
命题 24. 10 Mir) =r, L= 0.1.2.0). 
证 明 Ot i ERS AB. pH 0. BR. GE MUS tas 
BRA | 
T= 7,21 47) = May) = th K T, (24.12) 
iW Qee 1, hl] 
Er = a(t) (ty < Toi n-a =r, €24.13 
46 (a RE 2 RL id Sia A 
TT) = ott, p+ ET O A Ta t 4-1) =F, 
| (24.14) 
这 里 用 到 了 ME SMET aSr or). 
杂 果 :一 2 一 , 则 有 ctr Ht, et, Sty te Ee. 
命题 24. ge RAE ERARA, Be CORE n 


MCA) > 区 
“证 明 HF (0) te n=l), RR oe, fe 
oD = (10) > C1) = To (24.15: 
AV RE WEA. REEE ie RM RE 
roi K MUT, (24.14) 
于 是 .有 
TT < MU) < Tyi t Ti (24.17) 
Bott yo Ht Tt, MAR- -FeR RA SRE Mi) 
一 Ti 或 t, SR Ae. oe. are 


Bie M LAER REA IRURA UE 
f 的 周期 罗 随 参数 变化 而 变化 的 情形 . E 8&9 中 ,我 们 曾 引 入 “ 消 
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ERRE REE A A a er) Efod], 
zE (0,1 J. REN A Be. ER ef 
E SELO WK Sy Se. Fie, 4 Ae Ta, PUHE [4,0] 
时 ,是 [a,b] 上 的 满 的 5 一 单 蜂 族 BRAK CISCO), K OF = 
C100.. 人 由 了 于 对 任意 了 有 KD> ik o f 在 Lo， 中 上 对 任 一 ， 了 有 
o FAM A MLE } 
a 实际 上 ， Ate JAMA 8 paska. DEKI k +3 表明 
SHER n 有 a 周期 点 . 

ae hh ajeti Ehi fo 单 峰 族 fo K Cf) Bi A TRT 
(0) 开始 ， 经 过 Tos ri， … 达 到 I RESEN 系列 状态 ,最 
EAk ddos. isp riea it‘ oP UC Tat Be Pe 
ERR RE RY. (对 于 g= uar), LEMAR AA RS. 

BB a ga Se C RAE EE ERIE 
B39 Wy ae REO. AF ee EER SE AL oh [EE 
Ni ok BEEK (9,3 = 00) sd AL ORE: Here Db 
的 一 个 吸引 不 动 点 处 导数 由 正 变 为 零 . 测 现 起 稳定 不 动感 , 随 着 :mr 
Fy H To) sip RE OK AE A SP ee SE i, C9 增长 成 为 (1)， 
BY KG.) = (1) =" Typo ne 
oy a AKTAMI MEE o RONEN se Beem ee {因为 

时 负 的 ,其 弧 对 秆 在 增 龙 ); 直 到 小 于 一 上 这 时 ,依照 内地 .23: 7, 当 
导数 值 经 这 一 1 时 .将 新 生 悦 疝 期 分 六 ,出 更 一 对 吸引 2 一 周期 点 - 
R, K GAERA ,而 且 这 ,3 a ee HER a A 
对 吸引 ze ARR BY BRR E 0 XK 3 PA AD ge OY FR A fi 
信 . :1 o a _ 
随 着 “的 继续 增长 AOR PA COE CIC). 起 稳定 :2 一 


fr 
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kuaa eee ee ee — ee a ee Oe a a eee eee eee 


一 


唐 期 点 第 -次 出 再 了 .2 BORIC A Ce MIO A CIO) BE -对 
2 一 问 期 点 处 的 导数 … 正 、 一 负 . 

一 般 地 , 答 s 一 (sgsi I 8? = (sos pes), MIZE T, AS ts 

SIA ~~“ SP RR RA oh: 
fi (24. 18) 
把 使 K Cg =r; MH eid 上. BA. ARBRE 2 一 周期 轩 . 

刚才 我 们 已 分 析 过 从 零 开始 增长 到 aK 二 76 = (409)， 
COM wo HRS) 4 的 情形 .- - 般 地 , 当 上 从 如 增加 到 ji11 时 ,gy 的 特 
点 是 ， 

对 应 于 a4, Ag. = 7) 9s 有 超 稳 2 -- SL. 记 其 中 最 大 
HRB 2 - AMA we BR pHa (SMA SGT, 
GEY |, =0. 

1 FARF m 时 , 超 稳 2 一 周期 轨 失 去 起 稳 性 成 为 稳定 2 一 
FAAP. 记 其 中 最 天 的 为 p RN KG HE SG O=7,. Be 
Jr HAA 2 — A.W AA 一 个 以 r 为 踪迹 的 周期 轨 - 
IMB Lg? Crt EC 1.0). 

当 a BAR — m IY. GFO p = — 1 RE a RA 
> mw, 是 分 云 值 ， 

当 gE (py p40) 时 ,在 p, 附近 特 出 瑞 一 对 吸引 的 271' 一 周期 
H gus tas HS Cp = 8S (qa) = Sr) = K Cg.) = 1, 这 和 的 
FEV NMAC Gr |, = Gg?) |, 全 (0,1). 两 个 
a] HASSE Te) AD FG FB fe A BRE r= Aw g). 

Ref a UGK a AG = Foe TO Rg. S 
r PEAH 27°) Ai RA th aS fay) i LE ae Oy — To R H Be 


| 
Fy, |e 
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对 应 于 分 支 信 后, 唯一 的 稳定 5 但 非 双 曲 ? 周 期 加 有 的 实 际 计 算 
BREW. 但 超 稳 周期 轨 的 计算 相对 说 容易 得 多 . Saw pj 也 容 
易 确 定 . 由 于 ey <p 这 为 it, A hits tt T AE. 


“| 
| 
| 


AO 24.1 
图 24.1 硬 出 了 和 % 榴 倍 周 期 分 支 示意 图 ,阴影 部 份 锡 十 分 重 
et RI BIR E YT. 当 ARAN. SURRY AFR 
HAR. APPEAR RAT BY Be By AR CARE Br BT Pe ORE BY. 


附 X 


一 般 而 言 ,本 章 内 容 涉及 的 几 个 主题 ,不 是 一 维 吧 办 系统 的 特 
色 研 究 . 基干 结构 稳定 .分 支 与 混沌 的 大 量 的 深 硬 而 引入 入 胜 的 结 
果 , 出 现在 二 维 及 更 高 维 的 流 形 上 动力 系统 的 研 完 中 ,主要 是 流 形 
上 微分 动力 系统 的 研究 之 中 .但 是 ,关于 单 话 函数 的 研究 , 蛙 别 是 


200 ARES -AEA 


E E A E CRAPO TAMERS BERS. 
ore ART AATTEENA HR 

EP UE ok A A BE OE FR 

A E GRE HRA TERAZ, IRANS 
方法 的 初步 知识 . ik A E EY a RAS SO). C242. 混 
HAAEST: MEY ot SE OAD 在 高 维 情 形 下 得 到 
T KEAR HAF, 有 关 资 料 十 分 丰富 ， i C110}, C1272,C1283, 
C119). C1312,C135~ 138775 (143), C146). C1101 40 C1270 ie m BY 
RES WM Re Ee. 作为 研究 Re PALA. AS ARLEN Fe 
Oe At tS] T F St 步 的 研究 ， #01187). 

关于 结构 稳定 性 与 分 支 问题 ,在 高 维 情 形 , 更 多 地 是 联系 着 党 
德 分 方程 的 中 性 理论 ， RT RARA tt Baw FF ay ON AFORE . A 
C125), C1263, C1339, C134], C144], C145). ARM SAAI G 
维 情 形 也 复杂 得 多 了 ,例如 [320]， | 

应 当 提 到 的 是 ,我 国 著名 数学 家 ,北京 太 学 教授 康 出 洲 先 生 ， 
在 高 维 流 形 下 的 微分 动 凡 系统 和 研究 中 ,特别 是 关于 站 构 稳 定性 的 
研究 中 ,有 独 树 一 趟 的 突出 贡献 . 也 的 工作 曾 获 策 过 世界 科 学 痰 和 
PKR HS - SR. CRAPHRE BEEP RENRA PH 
F. 对 高 维 微分 动力 系统 有 兴趣 的 读者 ,可 进一步 读 专 闭 [Cil7， 这 
-AME TAR LORMAN BEER AB. KT e 
RAXA- RE. 


习 4 


19. 1 对 还 数 族 P(r) er Ar ERT 819 FM g, 也 进 
ar hort i - 


Se HHA. PRM 26l 


a. ži REWIR F, PA oo Bl RAS. Had Sp Es 
b. EAS lel A BAM | fie) | +000 4H a +00); 
cB AR BR, ARES PCr) S nook), Fab Foo 
Ay x Fa RIL SR. 

20.2 # Tr(a) =s +42, RIEAEC COON, 2 OC AIRE HH, 
E a= MH Taste Re CT EAB HH. 

20.3 证 Si(z)-~dsine. Rie: HOSA Sa, WS, 5 Si, 46 tH 
$129, 5S, MARR 

21.4 BeoDAPSARBRER | 


ar (x & [0,5] 
plr) = 
21-2) GED 


A {IT) = S051583 其 中 


andl gosp 


2 GEG > HB) 


RBs HOM RARE A 
Da" 
RAE 0 arean 5 Æp) sms SIR A. 
21.5 设 4 是 一 个 由 有 与 工 为 元 素 构成 的 NXP GHG RE 
Fw BFR 二 定义 为 | 
Ba {Cs} = (898, 92-5) 1 Ar A FT FAL EA 
1} es 


—" t 


292 Eiti tbe Bat 


| 
Clty. 3 N= 2a. ASS | JR) Sp 2. oF tt A 


Od, 
(sev Sot. os, At ads, a eA) A PLS, 42 P| 
LAL 2). RUE 
a. 4 fe FEAE EN WAE aga FR. 
Keo. Woo LM, LASTRA MW 2, A oss LES 
BET A ay est RR a = fe. 


228 JA S e SORA RB SRA BM FORA A. 
7 Aigak SG) asing AlO,22 |b ARSE. 
3.8 ih F FARA dE Oo AG REM: 


Ci) ¢i.€rlomarl|—rivwoa;: 
(2) fiiria] -r').A=1.—1; 
(3) A Gri = 4arctear.a= --). 


(i> S Er) = sasha Acc] 


.9 Rig; Adeda f EAE .B) 38 AE AH Pa A. 
.10 Rig Bl 7g IRA eA AS. 
4.0) BH gtr uril — r). Pld p= 2 fr eB. fg, HEF 


69 7 4b ey RE ue ARF, 


2 GP ROEM PEAK LR ERMART 局 如 下 


Rees =i fhe Elo) (zg Eô ID 
ix 里 f; Æ Ek PE r A 


| 
LEa) = -ír 一 p} 
P i P 


_ ~ | 、 
Ty 用 OE fo hs ES qa BAB HE CO,5) i fip — 


EB tpl OI KU) = Corecess Ja RUE: 


UE HHR a RSME 203 


ie i r 


(EJE Af ARARA BG, WA an A ac- 一 1 

《ET 记名 一 | 名， 出 A CRF) = Caa }; 

CHO Rf fo Ref BRR Be OS Sd — ty n= 0,12 te 
iF 

(KORRES iA N RET RA EE A, ap — te j akpa, 
(4£=0,1,2,°-),0, Az; 

CVA ig RS AR BH 01.2, RAS; 

{CW} 对 尾 一 序列 (8) = Cassatt), SY RCs) 一 (581685 J o aE 
(24.10) 4972-5 at p> 0, A R141) =7,; 

CVI) RC tee) = Ta Ct 40024. 11) 所 定义 ) 

(WS At — t= 0,1,2, RS BEBE A RCs... 
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第 五 章 圆周 上 的 自 上 映射 


一 维 流 形 只 有 线段 与 圆周 . 线段 与 辆 周 的 拓扑 性 质 有 很 大 的 
不 同 . RR ERA. 圆周 却 是 紧 致 没 而 
有 边界 的 . 作为 最 简单 的 紧 致 无 边 流 形 ,圆周 上 的 动力 系统 的 研究 
对 高 维 的 紧 致 无 边 流 形 上 动力 系统 的 研究 有 启发 性 . 

圆周 上 的 自 映 射 与 线段 上 的 白 映 射 有 本 质 上 的 不 同 . 例如 , 线 
段 到 自身 的 同 胚 是 很 简单 的 , 它 只 可 能 有 不 动 点 或 2 一 习 期 点 . 而 
圆周 自 后 胜 则 可 以 有 任意 周期 的 周期 点 . 又 如 : 闭 线段 到 自身 的 映 
射 必 有 周期 点 ,而 圆周 到 自身 的 映射 则 可 能 没有 周期 点 , 线段 上 的 
连续 自 映射 有 沙 可 夫 斯 基 定 理 ; 有 3 -周期 点 就 有 #*-- 周 期 点 ; 国 
周 上 的 连续 自 映射 则 可 以 只 有 3 一 周期 点 而 没有 其 他 的 周期 点 . 
线段 上 的 可 微 自 映 射 的 导数 不 可 能 处 处 大 于 1, 税 周 上 却 可 能 . 等 
等， 

关于 圆周 上 自 映 射 的 研究 ,已 取得 了 丰富 的 成 果 , 本 书 不 可 能 
涉及 那些 较 深 入 的 结 蛙 . 我 们 员 打 算 介 绍 最 能 反映 圆周 特色 的 两 
个 对 象 :圆周 自 同 胜 及 圆周 上 的 扩张 映射 .作为 研究 圆周 映射 的 基 
本 工具 , 先 要 引入 “提升 "的 概念 . 


$25 从 圆周 到 直线 的 提升 


SRS RR #68 


a Mag MEH aan Qe iyi p a SOR AMEE Lee BAILA TA aT SY 

BEJ, 本 章 中 用 S ARAR RA MRR 6 
于 是 S FEE E FIRR Caye EJERE 

S |= {(r,9) fa? + ai a h EA RY e 25.19) 
有 时 QCr,y) 看 成 复数 2+ i ERA E Pe E 
ALTE nee RP COREL) HEIMEN EB 
BR. | SRT a AR da ca, 

B TAR (TEAR EA DAAE Me LL af HR 
ELAR AE Ze et EE ARA E, a A T 
on EN CREB RIRE i RS RRA. ole 

z= EG) = eke, € faz DS _ (Z3. a> 
叫做 直线 & ARE S 的 复 和 映射- CR Selly > 
Tree Ts 8(z) 把 直线 RR 1: 2 MAAS BES" 
ERT RIPE Bit A EWES ARAT ORR pe 
— RH 4 FLA Gp a ee, ee SO Se EF 
个 点 . oe 
"定义 25.2 Ri ss ER LARA. oe RD 
St AU RG OR EE RSL RESO FE | 
| E » F(z) = f- EG) GER, | , (25. 8) 
则 称 是 了 的 -下 提 淹 ， E 

例如 , 设 了 是 圆周 上 的 一 个 旋转 ,旋转 角 为 四 在 于 的 作用 二， 

圆周 二 的 点 eM 变 为 e te. MRR F A Paste A 


1 RRG)) = | rn 7. eel tih = giete aT 


= fie) = f(E) ) CAS, A) 
TE E f EF. 


2660 BREN 了 一 纵 动 HRR 


— a 


f2 Ft 0) RUA E RHES HA A RITO PE. 为 此 ,应 当 
EFA SAECKEN FP SINKS. 

定理 25.3 设 / : S's’ 是 连续 映射 , 则 

Cl) 存在 了 的 提升 :RR 

CE) 提升 满足 条 件 

Fa +t D — Fo =k, Chf2R FP AHH BH (25.5) 

CEO HEER E FESE M FH de. AS 
AY HE SHE ey AA EH 的 形式 . 

证 明 oh f dese S609. eT LAR ERA e FO a Seat 4 
Ope Us dees Ae E 4 A) EA 21.22 le -- PER A, H., 
Bf) 5 fe) 21a) BALA BE OD 

用 复数 e” Boi EA ee OTE. Te 11, Aes Age 4, 
AIR ITEA OLR W: 0 yee E FI MEH ARO oo tn 
ya) DE RRR OF HE c= 0 RA 20. Of Can) ee, COR 
Lo. MWe x: 

FCO) = Po (25. 63 


ASE eA TESA ae TF 在 | 0, 寺 | 上 的 值 .现在 我 们 
eK = E | 上 来 确定 Ptz)? 的 值 .对 任 一 点 zE |), 
如 果 已 知 F( 二 ?满足 

Pml 一 有 (25.7) 


我 们 指出 , 必 能 唯 BRE FOO MOLE, 使 了 在 | 之 EE | 上 连续 ， 
日 满足 
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30+, SER r| = = 14, UE P(E) = ot fà pret) =a, H 


EM Bian, Skt lan.S z=) EWR Bt RS! > EAR 
FP" Cree) ERR LAA eS EK lel P07=O0,41,22,-+°). 其 中 
7 向 右 平移 单位 距离 之 后 成 为 1,1.. 由 于 + ,不 超过 圆周 的 言 , 故 


每 个 /的 长 不 超过 名 ,所 以 它们 两 两 不 相交 . 因此 ,只 有 一 个 区 
间 , 设 它 为 1., 包 含有 的 逆 象 之 一 . 记 Er Y EE ERR E 
的 逆 , 则 By * 是 zsz+1 到 fa termi. E 


Er e Els) =x (2 © Ía) 
| 一 (25. 9) 
E o By (e) = 2 (2 © z) 
于 是 , 令 
F(x) = Er’ œ f « E(t) [re [= | (25.10) 
k k+l 
这 就 唯一 地 确定 也 在 | 二 ,一 一 | 上 的 值 . 由 不 完全 归纳 法 ,我 们 


已 从 初 值 f00) 一 % 出 发 ,唯一 地 确定 了 在 L0,1] 上 有 定义 ;连续 ， 
Aig (25. 8) 8p 
Eo F(x) = f ¢ F(z) (x € (0,1) (25.11) 
的 Pir). 
FE C25. 11) 947 HR x= 0,1, FY FF 
R o F(0) = f° £0) =f. EC) = Ee FCI) (25.12) 
可 见 PCA PC0) 之 差 为 一 整数 , 即 PCL) — FCO =k. 利用 关系 式 
Fiz +1) = Fir) +h (rE (0,1) (25. 13) 
AUE F pe SE wh M01 HEI. 21H Ba IT 
(—oc, +00) ,这 证 明了 (1] >. 
为 证 明 CI), 只 要 指出 ;由 六 满足 (25. 3), 可 得 
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FeF(r) = fehl = fe Mat i) = Bt Flea |) ; 
| (25. 14) 
Fla 1) —F Cr) ee. 和 连续 性 ， 对 不 同 的 AEREA 
同 . CEOE o 
PRS 的 提升 ,.F 连续 , 则 f(r 中 i 也 连续 ;而 十 由 PO 
(25, 3) ,得 | | 
Be PG) 4D = Bo Fa) = EG) 25. 15) 
i aa 设 GES 的 任 - PEF, wie 
> GY ='fletr)) — E Ray 6 
可 见 ot) rE mem. 但 Oty Fe) ESE. RA 
cz) 与 F(a HY FE AE EE. 
BE LIRA RSE FAC. RR. 
Fix + 1)— Fix) = Gx + D — Gla) =F (25.17) 
TE RR o BARE EFT PG RRM. ERG 
ft Si AK. EHP Oat 1) — POO RF SRR a A 
degi fi = # (25. 18) 
下 面 几 个 与 deg (AA a ETT ie BA BOR ER MHA 
定理 25.4 RPG sR BOR fig HIT. Lic id | 
S 一 S' hy fal fal BRAT. WU 
C(I) Go Fdto> f MBH: 
(I> deagtg+ f}=degig) * degC sf); 
(E) degi = | 
(N0 Bas S'-+S8! ERE, degia) = degti t )= +1. 
-E CORRERE A 5 
E = (G F) = (E eG) e F= (ge E)» F = @e (Fe F) 
= g (fe p = ige f) eE 
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这 证 明了 @ -只 是 9。 了 的 提升 . 
CIORC 1). (9。 帮 的 提升 是 CE。 由 degtp。 太 之 定义 ， 得 
Gia+tm) —G{2)=mdeg(g), A: 
degg * D =G- Fix + 1) — Ge: F(x) 
=G e (F(x) + deg(f)) 一 G e Fx) 
=G > F(x) + deg(g) -degi f) — Go F(x) 
s=deg(g) - deptf ) 
FEI HHE. 
CI) 显然 ， FEES te DRAG jd(z) 2 fh i 2 SS) 的 提 
升 , 故 有 So | 
deg(:d) = idit + i) 一 lila) =(r+1)—zx=>1 
CN) MBORD: -0 ， 
dega) > deg (47>), = deg (h $ saD) = deg (id) : =] 
由 于 deg Ch) 5 deg (所 ') 都 是 整数 ， i deg (1) deg (A!) = E 1, 证 
毕 . 
O ARRIRA: is WIE 1,4 E RÉIR. HENN 
射 度 为 一 1, 则 称 它 为 反 向 的 . FA BP a 
"EIE 25.5. ks Sims EM Re SEA. MH Fe R F| 
Ea at BY TF TEHTE HRA: a 
TH PAST, AEE 2, ETE OER 


lt + Vi 


Ko HEBE idh ok =A! e AT A TT Ha 如 是 记 的 提升 可 得 


一 t o 
mong omo a SAAREL ii 0 at RØ. 19) 
Km 


EIn ay 
由 上 市 前 一 式 可 知 ， 如 的 像 是 全 实 轴 ， 由 后 一 式 可 知 ,对 不 同 的 z) 
与 rH HAH), 这 利明 了 HÆR EMI. 为 了 证 明 万 -， 


E AE HEFT SS : i 


27H BRER- EAA ARE 


i ee r --- == 


He H'= H (25. 20) 
Mi Ac. By H E PER AB 
F- Ho Hol = E (25.21) 
i] FP EE A AAR. EI oe FP? he RAMA (25. 21) 49 
he fe H7' = F C25. 225 


Rasa a PERZ aS 
E.H l= ple Ek (25. 233 


这 证 明了 AE eS aR TT. SE. 
S26 fl JB] BP) FE a9 oe Fe Be 


设 fs UP SAU BT. 车 /把 
8 上 一 点 ay BO = Sa) s iE to KE a TERED 2 Z FERIR 
F 20) =n Fee a AAR M one, RP BEA DB os PPT AD ER 2 20 
BER 当 no ene PAP EY BLD Ao 考虑 了 作用 于 a 
反复 4 次 的 平均 旋转 角 : 


LNA h i PFA) — T 
a 1 i } _  ，_- raae . 1 
w2 a (za) — Flix}) = £76. | 


一 个 重要 的 有 趣 结果 是 : 当 n POOR. (26. DAJE i 平均 旋 
转角 有 确定 的 极限 ,这 个 极限 仅仅 依 束 于 R, 而 不 依赖 于 变量 r 的 


选择 
定理 26.1 Ws, 5's) 旦 保 向 同 肛 , 关 是 了 的 一 个 握 升 . 则 

圾 限 
im Po === lim a (26. 2) 


(PHILS PAE. 记 此 极限 为 p(X). 如 果 对 整数 :有 P+ 
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则 有 
一 (26. 3) 
证 明 ”由 定理 25.5 可 知 ;F Rea. A eR 25. 4, MA 
Fx- D) — Fir) = 1 = degl fp (26, 43 
OTL. F Pes ue hg AT HE RIE ERY k, HA Ak 
(r+ D — Fr) = 1 (26. 5) 
HY C26. 5348 
Mz + 1) — iz -+ 1) = Mr) — ar (25. 6) 


BY BF Ce) —2 是 其 有 周期 1 的 函数 、 
ÆR rE (10,1), r ERA ete Alin 
FAQ) so Fr) CT) = FFCOD + 1 (26. 7) 
由 x 六 0 及 一 1 过 0, 由 (26.7) 得 
ECO 一 1 十 工 和 天 全 克 ( 人 0 十 于 十 (26. 8) 
即 当 zEL0,1 时 ,有 
MOO} — 1s Pe) 0 十 1 (76.9) 
HA ar 有 周期 1, 故 (26. 9) 对 一 切 *E 《一 ca 十 ce) 成 立 。 在 
(26. DPR =n, (ERR ro, FIRIR at = FC) C9 01, 2 二 一 
1 代入 (26. 9) ,得 
PO) 一 be POM) i SP) + 1 
(į = Ü, l- — 1) 
(26. 10) 
Bp 
FD) 一 1 FUT rg) — F" Cay) S Pag) + 1 
(j = O,lo-+.m — 1) 
(26.113 
把 (26. 11) 中 各 式 对 j 一 0,1,2,*…*,m 一 1 求 和 ,得 
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mE CO) — |) SFM (rg) — rn Se mC D 4+ 1) (28.12) 
将 (25. 12) A] mn Be, 78 


PO) 1 Fay) — 0 1 
me TS A (28. 13) 
Hi 
o da PMG) o COD a ot 
a mn i S it (26. 14) 
36 PR m 与 ,得 
O d i PM) to OCOD e 
mo >~ mA m = m (26. 15) 


由 (26. 14)5 26. LDA R ,得 


AAT PCO} — Lk (26. 16) 


N iri H ii 


RT PE YA. PRR AEE CIDA p: 


tim OY — ,, (26. 17) 


a— + R 
再 利用 (26. 9), 得 
F(a) — z (0) 


tim (E0 _ 1 < tim (一 十 一 ) 


| on a oo x ae 


(26. 18) 
这 证 明了 lim 一 于 一 lim PSPs s ERES HEHN po 


Kara 
F 2 pS p MF 7.2) = Pla) H fh F(z+1)=F(2)+1, 
Ba Ra+tO=F (a) +i, $B 

FCF C2)) = FCF(r) + OF 42 = FF) + 2 (26. 19) 
归纳 地 易 证 Fe =F) tal, WO 


im P18) — tim FS HO (26. 20) 


m- ee ft 4— | om 


证 毕 . 
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SMR ERRA RA ERT Fy ALR wo 
ORR baie a PRP SAFA, o go 1) 126.21) 


Fil Wea cp) 的 小 数 部 份 相等 ,我 们 把 这 个 共同 的 小 数 部 从 
LPEE EIA S ARERR ic A pt: .… 


PDD = {PFD os igre a tif BG BRD 
EF OP) 45 pC). BRIER. ,，. ,， ， 
定理 26.2 用 全 |e RRR, PECANS 


f Alo ASE, A ， ， 
o i, N-REN. PEYIA): p 
Gi) $F h: S'-+-S HEIR ARAB (i he f=g 2 hs ni. . 


o PSPM  ， ， 《26. 23) 

ii) HASS ERA WA Foo h, 
PE bp = TRO. eB. 2H 

证 明 先 证 0).' 若 0, BRA 
pcr) = pCF*) = pld) = 0. - (26.25) 
下 面 考虑 i 为 正 整数 之 情形 ;此 时 有  ， 
0 = lim E a im FS = m R = pe 

E (26, 26) 


FeO) — 1 Et PMC) SFM) + 1 (26.27) 


上 式 除 以 4 RRR TE , 
| on FRG) O F“ CO) 
PAR) = lim aoe ae, im eg 
E l Ji] fF Se E . ' 7 i a ©- 
=i um ED L pu (26. 28) 
ame -p co . |in | ， 


这 证 明了 ti). 
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GD i AAR ABE EEE 25. 4 OAG. A A 
FOS FE go APL A> s EEF ARIE A fg > k RE k, 
hs 


GoH= He F+k (26, 29) 
FADER A GC 作用 之 ;得 

(fo H = Ho F* + nk (26. 30) 
这 是 因为 可 仿 下 式 弟 推 之 故 : 


CQ: H) =CCH oF 4-6£) = Ge ACP) +h 
HoeftFy + ktk= Ao FP? + 2b (26.319 

26. 30) 隆 以 二 ,得 
OH) HGP w) | 


(26, 32) 
ii di 
因为 AC) — x {0 ee aE Se Fl Be A MO fE 
| HCR (2) — P(r) [<0 M (26. 33) 
因而 
im | ED) 一 | 一 0 (26. 34) 
ae 十 =， rt i 
这 表明 lim SSS tim 一 Me FRE (26. 32) P a + oo ih 
限 , 即 得 
AKC = pif) +k (26. 35) 


因为 * 是 整数 , 帮 和 (6)}) = tC}. BP plg) = plf}. 

Gia 4 #2 JF] H ERE. ea ERE 25.4 之 (iv) 及 定理 之 后 所 
REF Zo a] BO A ae A deg (A) = —1, A 424+ t= Ar} 
1 ,这 表明 HT(x) 十 xz 是 周期 函数 ,从 而 (526. 33) 变 成 

EHF Cr) + PCr) < 时 (26. 36) 
由 之 推出 
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—L 1 


pG) 一 一 ptF) 4 È (26, 37) 

Bl p(g) + pC = 0 BK WE 

下 面 的 定理 表明 ,wl 让 是 有 理 数 或 无 理 数 ,将 从 根本 上 决定 问 
if APE BE. 

定理 28.3 SSS ERA. pCO A ARRAN TE 
SB REE SARRA Ep SLI KU SE AT A 
A A — J 

证 明 SPE PBA. BA EJE NARA Rig mer 
使 Cx, ) = sa M FY Cry} — re MW ERE AT k= 12a . 
F(z j—x 都 不 是 整数 。 这 时 ,有 

下 DT 


(26. 38} 
Al i 
wg Fete) |. ong 4 ow) OM 5 
PhP) = gm HW E Jim wy ON (20. 39) 


BE (pF) = pD YARR. FRR A = d. ATI O 
HEER Sy BRAY NM ARRS HA N -- Je a TAA eT, 
约 形 式 是 唯 TTY. 

Hae bk EOM, Nome LE aM CN AON Ci TS 
RY r. fE 


roe ft RM bey det ory Ff OY Te. {th 
时 得 
er) tr |] 25. Yb 
ie TE. » fF 
Z P IOA oe a EO 1 C2 183 


ie ERX pe OT. 2. 四 一 | PAI, FB 
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ki < PN (xg) — ty < RO 二 1) (26. 43) 

ARNO 一 和 ,得 i 
i CR "26. 44) 
这 表明 <M! <2 1,1 PP IG RR CN = I. K 
ER OO DARE EE F AERA. é eB Sa F 

E F KEI h E 36.2 Be pO ea E. wer 
AW SY 无 不 动 点 . 于 是 六 a FE SOR REE M itt 


有 整数 “使 i a rs a a ro 
AOR ES a Ck pH OTE (26. 453 
由 于 所 (zx) 一 z 以 1 AVR aA oes po 
ka Fa erpel ' (be 4B) 
Hir FO" (2) ,得 
DY HRP Sg (26.47) 
对 JJ 一 0,1,.3 一 | 相 加 ,得 | Ea 
| na EL FM) 一 < np i (26. 48) 
同 用 * 除 取 极 限 , 得 
app O ed) 


但 <a BORT DR pO AET E. E E. Ea 
RATE Bp OWA N S 的 性 状 是 比较 简单 的 . 它 只 
及 -周期 点 .下 节 讨 论 pCf) 为 无 理 数 的 情形 . 


§ 27. AL Fl HH, 49 BF 自 5) JE 


设 fs’ S! Fe AU Bl Se Re] A HF ea oP 
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基 无 理 数 . 由 定理 26.3 可 知 , 了 不 可 能 有 周期 点 . 

这 种 元 周期 点 的 圆周 白 周 及 时 最 简单 的 例子 是 ,圆周 的 无 理 

旋转 . EHE RE 
Taag So (27.19 
这 里 ,#8 是 一 全 无 理 数 . 

ROT. 1) 这 样 的 无 理 族 转 其 有 一 个 基本 特点 :性 取 一 总 20. 
到 的 轨道 在 S LAR. 也 就 是 说 . 任 取 一 个 S ERN 4, 总 有 自 
PRS m, fE ch (20) E A. HEART Te AR RE dN 充分 大 ， 
ERE <a BE A BE 0. 考虑 圆周 上 的 点 组 

Zz, = Tii y? Ck = 0,4,2.05:,.¥) (27,2) 
这 六 十 1 PA SAB zzo MZ NF <a. 不 妨 设 
tid mm 一 as 一 已 则 对 任 一 点 ae eS OSAMA F d E 
TAR <Po(2) (二 0,J ,2,…) 中 , 必 有 落 入 开 弧 4 的 点 。 这 正 是 我 
fl) 2 ur HRS. | = 

现存 考虑 任 i z ih aE f BY PE A F EAE Coo) k 
=0, 1.4 20. 这 时 ,有 两 种 可 能 性 ， 

第 一 种 ;{f'Cz0)}) 在 必 ! POR. 
,第 三 种 ;{ 产 (zo)} 在 S EARE | a 
FERE ER ARS 的 任 -- 条 轨道 都 不 会 在 SLB 
aE 7 o ue 
命题 27. 1 Wyss PAD SAR AR. fab 
A. WA Az ES, i Ba fi Cae) k= 0, 1h 2. A th A 
ATR 4 不 是 整个 辣 ,出 

Gi). ACE S _b Abe sh a. 也 就 是 说 ,A4 医 于 S Ba LE 
Ah th Bl BF PS 


LTR way th ob - ead ts 


Ci) 了 了 的 任 --~- 条 轨道 1 天 (2Y KOEI, ete SAS EEE 

(ii) SRE 一 条 轨道 . 产 (z) ,1 一 0, 土 1; 土 2,…*} 的 棋 限 点 集 
Roe FAR. 

WEAR (Ce JE 1 TF 8 HARRI -AA a D E- Bp 
(a, DCA E o,f A USER BS aCe, BE SA YR 
区 加 .因为 了 无 周期 点 ,页 这 些 CB) BB AS FE. 这 表明 于 的 全 
HUE P) SE - Ph Pap RESTA. AMR I Ce, p) 
AAS AT RB A C2 RRR BI iO A RRS REE 4 中 ,这 证 
HA f Gü). 

AWER Si) RJE 1 没有 内 点 即 可 . 用 反 证 法 .者 A 
的 内 点 之 集 非 室 , 风 所 有 4 INA SPR OG. R REE NR 
成 区 间 . 则 对 任意 整数 ee IEG 的 构成 区 间 . 由 于 /无 周 
期 点 . 航 当 nn 隆 训 时 ,天 (Co, 让 与 后 (Cay 户 不 由 交 , 故 每 个 区 加 
fila, PADS SA ik (iad Ay -- ThA. 这 表明 Pe, DARA 
(fC zo) } BY BRB gk ik SSA AYE ER. 

由 命题 27. 上 立刻 得 划 | 

推论 27.2 BA acs HPI Go) Æ S FRB Se 
fE- PLE COE Ss CAR E S E S Race a ee 
A lal Hf 

fe (tT RS a Ph HLE Be] SS Bed Sa TPR: 

WM 27.3 B Saes ERA FARA AR] oe el AR. 如 
果 有 acs (RRL IA (f(z). R—O, 1,-2.7 ES LBRO 了 
为 遍历 的 ， 

这 样 ,无 周期 点 的 图 周 日 同 肚 就 被 分 成 了 两 类 : 通 内 的 与 非 志 
历 的 . RIPER -PIAS Ph. T EEEE AIRD A S EWR 


Sie MH bK ars 


FY) ME a) J RATER A Ac ee ETER. 
定理 27.4 1 SS EECA BAS PR IRD Pe] A. SR St 
PAW S Bal) PCB ERS n PH TP SE RE. ix Boas pth). ke sf 
的 任 一 个 提升 . 
证 明 引进 两 个 实数 集 ， 
A={i' Omn) mk FUER} 
B= (kat mjimk ALE RB BO 
Fe PRR H: AB? RE 
HLF CO) + mi = ta + m (27.3) 


THE RNA 
CG) A PRIFAD.— T-TREE 
Hla +1) = Hla) 4+ 1 HER a € A) (27.4) 
Gi) 妇 ;4 一 上 8 是 连续 映射 . 
Cii 疗 可 唯一 地 和 开拓 鸭 实 数 集 到 自身 的 保 序 辣 肛 :HH: RR 
Gv) HEERE LRE 
Hiat D = Htx) 十 | CHHEE r E R) (27.5) 


首先 让 明 (i) ,人 先 指出 定 闵 (27. 3) 是 确定 的 . 为 此 ,只 要 指出 ， 
xy 7S fel A Ce FCO +m 1 EF A). BE OL 
FCO) + m = FCO) +k (27,6) 
两 端 都 用 P-' 作 用 之 ,得 | 
"COD + ma = h (27.7) 
Hi Of AAR H 024 pO AY. A a REAR, Fk i= 
0, BP k=, X H timo fE man. 这 证 明了 实数 C0) +m HE Hb 
Wire T Chom) AME (27. 3 是 合理 的 . 
EERO MER. ABLE RRO ORT. BANE 
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E" Reels me lca aS i as fn a 


Ta BR NY E E SR). A oR AE BY ti aE — X]. 
设 有 
FCO) -+ m < F'O) -+n 
HUE ka-tmia-+r, H POPE A 27. 89,18 
ED omena 
Bh 
F D) Rn 
PrE Co) < pin — m) 
结合 4 一 ptF) 之 定义 ,得 


Pr (0) k—i 
a= lim 
p-m þe ple 一 站 一 
Tri 


因而 | 
(k —HDe<< u — m | 
Bj 
kee +H me fa p n 


M HEI a= Om BRA 


Hita -+ l)= HEF (O)+m+1)=tatmt E 


(H k> ® 


(4 k D 


= H + m) + } = Ha) + | 


这 完成 了 的 证 册 . 


(27. 8) 


C27.) 


(27.10) 


(27.110 


(27.42) 


(27.13) 


(27. 14> 


) €2¢. 13) 


DOG H BA CHAR REH. CN SAP RRA H.-S 
这 提升 ,这 :二 上 0 的 轨道 NAS EA HB (ha-mm) AK B= {bot om} EE 
ay hh EEE. A PO 4 8 OB ORE BD OE A 


BE  DOUE RA T Gi). 


Sie Wi Epi HA ZAI 


HRR S EAD, ATOE CoO E RALAR: EH 
Eo BGA f (20) } CH F= 2, E AERE A= (C00 4m), h 
FAM BREE SR LR RR H A BR PG 
AR MASA. RoE RE ee A, ASH Te 


ya 
rh 


Pe L AN (+ oc0,7) 
Fe ROY Ly eh ph Oe AL) af RAO 
ese SE 8 — 2 PE SEM SI AS E 


(27. 16) 


h HOER: mba OC FEES 
‘BaP a Civ IY: H a AEE RCE TE A Eb 

RT. DE SS ea RE a ane 

Po TAKDE : xe i BY ie BHT: : 和 


Bm, HE A Ew 
H. POKOJ H i = RCO a) | 
pote PoP =k SE ye FE 
| riep (27. 17) 
DES 和 
i F(a) = a Hl) | KE) i 
由 二 a desea Ee Het -切实 数 =, 有 a 
HS: PG =a HG)’ set $) (27. 19) 
Whos ame “全 E 
HCH) + 上 一 aoao ETK (27. 20) 
M Sin H 如 “作用 之 ， 得 
Hi) F= A eD (27.21) 
TEH 5 HH-! 分 别 是 3; ERAM RAM eRe AR 


i 
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_ LE LE "nl 


FED ET WH VERDE C27. 199.49 


Boo Wo F > E> Fla+ Ns EB) C27. 22) 
由 提升 之 定义 ,得 
hoefe E= T,:hek (27.93) 
ADA ERS" 是 满 瞎 射 ,点 在 性 上 ,和 有 
和。 一 tT。 内 (27. 24) 


HERA T F S te Th SESE. TEE. 

FE. TEEMAA a. F AEAEE, E 
EADAE? FEER Re a ed Ek PY - 

定理 27.5 (Denjoy 定理 ? 设 了 :5 一 3 E 70 A BAS fe e el 
BR. 如 果 了 具有 不 取 零 值 的 有 界 变 差 的 微 商 ( 亦 其 ,了 的 提升 具 
有 不 取 次 人 的 有 界 亚 差 微 商 ). 则 了 E A N. 

本 书 中 不 介绍 这 个 定理 的 泛 明 了 . 有 兴趣 的 读者 可 参看 文献 
LF. 

根据 定 埋 27.3 可 知 , 如 困 了 的 提升 有 二 阶 连续 导数 ,而 且 
EER AE, W AAD. 一 般 说 来 ,这 是 一 个 不 苦 刻 的 条 件 . 

一 个 反击 的 和 阿 题 是 : 若 仅 仅 要 求 e 过 续 , 对 应 的 上 会 不 会 不 
RoR AU a Sc ay AE. EE RA Re BAe 
HBR E K SARE en) AH O12 把 操守 一 
PED OFF” AAR ah RH -个 小 小 的 开 区 间 on FER OA SR 
过 2 e jA E e>O WRB SE. 把 了 的 定 关 开拓 到 诸 本 上 ,使 了 
TAR HFG 1. Wy te FERRETS SPE SE BT OAK. 完成 这 些 工 作 , 只 
ra 2 AR A oO) hFE. 


§ 28 fi] Bb ag + ike At 
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RERE A HEER I A nj RE eb ah SK BIA AT PB ET 
和 都 放大 ,或 者 说 ,不 可 能 使 导数 的 绝对 值 处 处 大 于 1. 但 在 圆周 
上 ,这 却 是 可 能 的 . 扩张 映射 的 存在 ,反映 了 部 周 区 别 与 线段 的 折 


Fp TFS. 
先 给 出 定义 ; 


E 28.1 ig 62> S) BA BS A SOP 时 了 的 -- 个 

提升 - ey P AEE SF’ “OF A 
JP Cad | > I CATE BEM x) (28.1) 
刚 称 了 是 S$. 上 的 扩张 映射 . 

eee FHI = FC) 十 #, 这 里 二 deg(f1) 是 与 x 无 关 的 常 
wap F Cr+ 1) =F Cr). BP FP’ SER BOM. 由 (28.1) 及 Fr' 连 
续 ,. 可 得 有 2 全 1, 合 

rr) Tpa> i (28.2) 

7 ok BRAN BY Be fay RA Bl HE feo 2". I [me | 1. EL. 
Fir) = mi fe o = 的 一 个 提升 Ff) 一 [ml 1. 当然 ,mm 
是 整数 ， 

DP 张 映 射 的 - :个 重要 特点 是 , 它 具 有 混沌 性 质 , 为 了 证 明 这 - 
my Aah AIRS ep fE g PES MPFR ES 2D. LÉS 
移 位 上 映射 4 Fh HS T. 实现 这 一 证 明 的 所 路 如 下 ， 

ES 上 了 上任 取 两 个 无 公共 点 的 肝 弧 段 EA, IKE IE 
ASC pg = FB do A A, ABBE IZA VAR 940) Fl gi 1. at 
tiie SU 27 ARES RR ti WEE A AE AL 
加 定居 的 踪迹 序列 sie): 


* AKL P pi Aap E gt a e gr e ler d fal = F e = 
Lak [deg O I2, FESES A ope- p S. 
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s(2) = ggss (28, 3) 
HF s, BU OH lf 
o j° (E glz) © Ag) Log 
l (FF giz) EG A} 
U SALE BRS s: A 一 之 :是 A 到 工 ; 的 同 且 ;而 
Nog = es (28. 57 
BES fi g JEMY o A -- athi. 证 明 的 方法 类 似 于 $10 
中 处 理 例 10. 2 的 方法 .此 处 不 详 述 三 
TkH A-- TARR AE CARA AW Ret. 为 此 ,我 们 
A HERH : SURAT of > g ea Me A Ra E 
定理 28.2 设 5g 与 ff 都 是 圆周 到 白 身 的 连续 映射 . oe 
Allg Ht 一 个 提升 及 ,满足 
FED GOLES (对 一 切实 数 xz) (28.6 
Mij 存 
人 一 
GD 对 十 yz 的 任 一 提升 6 和 了 的 人 尾 -EF LG Fr ERA Rl 
期 1 fy pe ER. 
WE 明 由 于 
[degi f) 一 degig): 
= |F gr + 1) — Fe) ~ (Gair + 1) — G(r 
< Fer + J} -- Gerd 4 |F) — G(x) | 
< 二 本 一 | (28.7: 
# H degi 3 deg (7) ABE ER . 1H deg (r) = deg Cy) , (i) 得 证 . 
Sipe Gi). STARE BB COR 
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STs ee og 7 


of + 1 二 ir + degtg) 
LEC +1) = Fix) + degtf} 
BU 48 GCe+3))—Fle+)])=G6(r)—F2). ORE GF BAH. 
证 毕 . 


C28. 8) 


下 面 证 明 RFP TORY PWR BE deg DEERE 6 of AY SH 
力 系 性 质 ， 
”定理 28.3 iR fog MEM EAS KOE SE EL deg (1) 一 
degg), I f 3 g Hth E. 
证 明 il d=deg( f)—deg(¢) FPR FAM CG 4p Re S g 的 提 
升 , 则 
(Fir + 1) = FOr) +4 
‘ (28.9) 
(Ge + 1) = GG) 44 
HER HC), 
| Her) = Go Pr) (mw = 142,089) (28. 10> 
由 有 
Hr = © Fer + 7) 
=f ' (Fry + a) 
== f; a Ffr) + | 
= Htr} -t l (28.113 
若 A, (et =A, Cd +1, 0 
Hirt- 1) =O fe Hfi; Fir J- 1) = Fr -+ d) 
ep CREY pa} 
一 Pr 
=H(z) + | (28. 12) 
Hus AA wf SEE aaa EEE 
Hole +1) S= HG) +1 (28. 13) 


286 pe ELSA Re 


l es ls A G a a BE i el iS n me 


(Br) = Hr) — Hitlr) Ct = 2,3,4...) 


1 (28. 


DOr) = Hile) 
Wy FH (28. 13) 07 1.4 a2 Bt. bh 1 ABR. BE 


pir- 1} = Or) (a = 2, dne) (28. 


中 | 更 (z)| ie) ER M BD 


I} Cr) | <2 M, (28. 


HG AD KST, AP C28. 20 Re A) Te 


(GIC | sl acl <2] (28. 
于 是 有 
|i tt} . == [H(z) 一 Hitz) | 
= | H, > P(r) — Gole H12 Fiz)! 
= j (GTJ (2) + (H. ° Pla) — H, ° FGr)) | 
<> iB) s M, (2B. 
从 而 ,得 
-l | 
IM T- JM < qH (2R. 
这 表明 无 穷 级 数 
,本 (zz 和 (一 co 十 co)) (28. 


a 1 


4E(— 00, + 0c) Ea. TR 


H(z) = D/O) GE æ, tod) (28. 
x ] 


H A, MH. ZELER CR IDDAA, HOE 
‘H(z + 1) = Ate) + 1 


é {28. 


HekF=-G°H 


ld? 


15) 


16> 


17) 


18) 


1G) 


20) 


21) 


a 
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事实 上 ,只 要 注意 到 
H(z) = >|) = im 2, &(2) = lim H(t) (28, 23) 


并 对 (28. 13) 玉 显然 的 关系 We FH Ge Hy, Sak FP+oRm 
AH, BY 7B C28. 22). 

由 《28. 20) 6 — Bu SUE] A. H EE. FE AP EA H 
fe(—30,+ 318 SRR. 为 此 ,交换 F 与 5 的 位 置 , 义 得 连 
Sr py A (2), fE 

a 1) = Kz) 4 1 
(28, 24) 
Ko@=Fok 
H (28. 24) (28. 22) 可 得 
Ko H>F=KeGe+H= Fo K.-H (28. 25) 
id ¥(=K ° Ha) MWA 
fE + 1) = iz) 41 
[FeoF=F。w 
下 面 证 明 必 有 于 (x) 一 z. 为 此 ,考虑 函数 
Pix) = T(r) r (28. 27) 
由 于 oa A 1 See APO VARA Me. 
{A H (28. 26) Fy 4 
Dery| = |F] e oo Pir) — FO! = Fer)| 
= | EFT Y (2) + Che Fr) — Fiz)! 
= | (P CE) | e [DEFY | 


. (28. 26) 


< | (FO) CEL e M (28, 28) 
由 于 了 的 扩张 性 ,te <1 Bag eE 00,1). 68 
lf =<. al (PR, 29) 


Em M= 0. EI ied. Mo A + Ho =r AAG H: Kaz) =r. 


288 pA SS --Seah Ra 


— T 


<r ~ 


reee ee T — = me 


~- r -n 


E| aL BA Apo, +o 8 6m a H Eb S kA 
PR (el Ie] A a. iÈ | 


ho f—yek (28. 30) 
ix HERA S g PPh aE Sh. 证 毕 ， 

METE A» er et FE AY A As 4 Be See RE. ee B28. 3 的 证 明 可 
以 更 简短 - - 些 . 不 过 ,此 处 的 证 法 ,更 易 为 仅 有 初等 分 析 知 识 的 读 
A PT He 

结合 定理 28, 3 与 定理 28. 2, 可 得 

定理 28.4 ig f:S'>S: 是 扩张 映射 . 则 是 如- 辣 构 稳定 的 . 

WEAR Fog HSC ESEE, H F ED TRI HE 
H y Hae SRBR AAD EEF F Æ 


E (e) a>] (28. 31) 
当 g 的 提升 6 ME 
I Cr) — Fo Cad] sO i} (78. 32) 
时 , 必 有 
| Fr FE) 
Fr — |G! iz) — F' Gr) | 


A — SA D= sat I) => 1 (28.33) 


EPAI g 是 扩张 映射 . 又 当 了 与 9g ET, h EM 28. 2 可知 ,deg 
(f} 二 deg (gv), 再 用 定理 28. 3,80 ee 5 g HEFhSE RD. GEE. 


Ht 录 
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-Fr 


FERATA y EA Ea BA Fog RR. AT 
lie] E ay 4 R A E ES E eR eR A me 22], 
C1237, CSO] 14014. RSH CI291 P WK By AAR F 
更 多 的 文献 . 

AS WIRE RM RUHR AT Ee eR ER SS eS 
THT REARES AE. 在 专著 119] 中 ,用 现代 数 竺 的 概 您 与 
FEA A LA a RR Se ROR Se ET BORA AS. AT -- He 
7S | boar TK BR AY GG EA BEE FD 113 OP S| OC 


“J xh 


20.1 SRT RA S'S’ aR aH 
BE’ Rx Rs y & g 
Cro 2) = (Eir) Eg) = (e*™, 28) 
(a 2ES XS Gay ERK A | 
we ea RXR PAR S&S ih BH. PLS K S'S 
Six 8S' 是 环 面 上 前 连续 自 映 射 .求证 :存在 平面 到 自身 的 连续 
映射 下 ,满足 Ro Ffo EE*'. 并 进一步 证 明 与 定理 25.3 中 
Gi), Gil) ag BG ER. | 
26.2 STH Rose iH Se R PEGAR Be 
SAAB SS, ee Be HE r AK. 
26.3 fA Larika BP, DER RRAA BR. Ri: 
G) fe MRA RAMS; 
GD) Fa OARA SHARMA, Ba PRA ORM, 
则 存在 整数 NAEP re (a. fA 
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od. 4 
28. D 


eR SRR ER Be 


lim f"" Cr} = a, lim f""(r} = f 
w= t r 地 一 sp 一 


Ai; & 89 il Bl OP) Re BP a OS. 

Hg, S—-S' £4 KR. 

(i) 求证 ;车 deglo + —2, HHS RH 2,g 有 ?周期 
$o Sdegs(g)=—-—2 ig A 2-F PS. fete Re n2, 
gH n BPG 

G) 斌 合计 用 前 不 动 点 的 数目 . 
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